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Capitolul 1

Noțiuni fundamentale

1. Fie X, B, C, M  și M,, pentru i E I, submulțimi arbitrare ale unei mulțimi T. 
Verificați următoarele proprietăți:

(a) AU  B C T, AO  B C T;

(b) A u B  = B U A ,A n B  = B O A  (comutativitatea reuniunii și a intersecției);

(c) A u ( B  UC) = (A U B) U C, A Q (B U C) = (A H B) U C (asociativitatea 
reuniunii și intersecției);

(d) A n(BuC) =  (X n^U țA A C ), AUțBnC) =  (>11)5)0(^11(7) (distributivitatea 
intersecției față de reuniune și a reuniunii față de intersecție);

(e) A U A  — A = A n A  (proprietatea de idempotență);

(f) 71UB =  B ^ J4 n B  =  ^;

(g) A U0 =  A, 71 A0 = M  UT =  T, Â A T  =  4;

(h) A u C A  = T, A u C A ^ fr ,

(i) A n (A u B )  =  A u ( A n f î )  =  A (proprietatea de absorbție);

(j) C(A U B) = CA UCB, C(A U B) = CA UCB (formulele lui de Morgan );

(k) CC A = A ,C T  = 0, C0 =  T-

(i) = A ^ ;
\ i e /  /  i e i

(m) C ( QM }  =  U ^ ;
\ i e i  /  i e i

(n) A n f l J M ^ U ^ n M ) ;
\ i G /  /  i e i

4
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Probleme de algebra si ecuații diferențiale 5

(o) A u  H M  H p ^ u M ) ; 
\iel /  iei

(p) Dacă Mi C M ^ i  6 I, atunci |J  M, C M; 
iei

(q) Dacă M  C Mi,Vi 6 I, atunci M C f |  M^ 
iei

(r) Dacă Mi C M i+ i,Vi € N, atunci șirul (Mi)i e N  este convergent și

oo

lim Mi =  1
i=0

(s) Dacă M ^  C Mi,Vi € N, atunci șirul (Mj)ie N  este convergent și

OO

lim Mi = (~) M, 
1—>OO I I

i=0

2. .Fie f  : A —> B o funcție dată, A' G A și B ' G B. Verificați că:

(a) f  (A') G B-,

(b) / - 1 (B') C A, / - 1 (B) =  A;

(c ) y ^  f  (A') 3x G A' astfel încât y = f  (x)

(d) x G f - \ B ’) ^ f ( x ) G B ' -

(e) / - 1 ( /  (A')) D A'-

(f) f  ( f - ^ B ') )  G B'-

(g) /  este surjectivă <=> Im  (f)  = B.

3. Fie f  : A —> B o funcție, Aj, A2 G B  (A) și B ^ B ^ B ^  G 'P (B ) . în aceste condiții 
au loc proprietățile:

(a) A C A '2 ^ / ( A ) C / ( A ' ) ;

(b) B ' G B'2 ^  f ^  (B') G f  1 (B’J  ;

(c) f - ^ C B ’̂ C r ^ B ' )

4. Fie f  : A —» B o funcție, Xi G A și Yi G B Vi G I, unde I  este o mulțime oarecare 
de indici. Demonstrați că au loc următoarele relații:

(a) =  U / ( X J ;

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 6

5. Fie A o mulțime nevidă și r C A x A o relație de echivalență pe A. Clasele de 
echivalență determinate de r  pe A au următoarele proprietăți:

(a) a G [a]r  , Va G A,

(b) Va,b G A, [a]r  =  [6]r  <=> a r b,

(c) dacă a,b € A ,a  f  b atunci [a]r  CI [b]r  = ,

(d) Reuniunea tuturor claselor de echivalență este egală cu A.

6. Fie A o mulțime nevidă și r  C A x A o relație de echivalență. Mulțimea {di}i e / 
de elemente din A se numește sistem de reprezentanți relativ la r dacă Oj /" aj, 
pentru oricare i ^  j, și pentru orice a £ A există un indice i E I  astfel încât a r  a*. 
Arătați că pentru orice mulțime nevidă A și orice relație de echivalență r  C A x A 
există un sistem de reprezentanți relativ la r.
Indicație: Mulțimea claselor de echivalență este nevidă și este formată din mulțimi 
nevide, după cum rezultă din exercițiul precedent. Notăm această mulțime prin 
{Ci}i e f  . Folosind axioma alegerii deducem că există o mulțime de elemente {ai}i E l , 
astfel încât ai E Ci pentru fiecare i ț i .  Rezultă că [ai]r = Ci, ai f  a  ̂pentru i ^  j 
(căci Ci H Cj = ) și A =  U Cf =  U [a,]r  . Deducem că pentru orice a G A există iei i^I
un singur i E I  pentru care a G [ai]r . Deci {ai}iE l este im sistem de reprezentanți 
relativ la r.

7. Fie f  . A B o funcție și ~  o relație pe Adefinită astfel:

V ib i 2 e A , Ti x 2 <=> f  (x^) = f  (x2 )

Arătați că ~  este relație de echivalență.

8. Fie f  : A —> B o funcție dată, ~  relația de echivalență pe mulțimea A determinată 
de / ,  ca în exercițiul 7, și p : A —* A/ ~  surjecția canonică. In aceste condiții există 
o funcție <p : A/ ~  B, injectivă, astfel încât f  = <p op. Dacă f  este surjectivă

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra, si ecuații diferențiale 7

atunci și 99 este surjectivă (deci bijectivă ).
Indicație: Definim funcția 99 în felul următor: pentru fiecare element [r]^ E A / 
definim 92 ([s]^) =  f  ț x ) . Definiția este corectă căci dacă [1]^ =  [r']^ atunci x x' 
și deci f  țx) = f  țx ') . In consecință

V (M J  = f& )  = f  W ) =  99 ( [ r D

care ne arată că, indiferent cum este reprezentată clasa [1]^ funcția 99 are o valoare 
bine determinată pe această clasă. Acum, pentru orice x E A, avem:

(v ° p )  W  = ^ { p ^ } }  =  ^ ( M J  =  f  țx)

din care rezultă că <pop =  f .  Considerăm două clase [r]^ și [1']^ din A/ ~  distincte. 
Așadar x x' și în consecință f  țx) ^  f  țx ') . Deci

ceea ce înseamnă că 9? este injectivă. Să presupunem că f  este surjectivă. Pentru 
orice y E B  există x E A  astfel încât f  țx) = y. In consecință 92 ( [ rD  =  f  țx) = y, 
din care rezultă că 92 este surjectivă.

9. Fie f  : A —> B o funcție dată, ~  relația de echivalență pe mulțimea A determinată 
de f ,  ca în exercițiul 7, p : A —> A / ~  surjecția canonică și i : I m ț f )  —» B 
incluziunea canonică. Atunci există o singură aplicație 92 : A/ ~  —► I m ț f )  astfel 
încât f  = i o p o p ș i p  este bijectivă.

10. Mulțimea numerelor reale R  înzestrată cu relația de ordine obișnuită este o latice.

11. Mulțimea ordonată {V țT ) , c )  este o latice completă.

12. Arătați că orice mulțime ordonată (X, <) este izomorfă cu o submulțime a lui P  (X) 
ordonată de relația de incluziune.
Indicație: Fie f  : X  B  (X) funcția definită prin

f ( ^  = A

unde A =  {x \ x E X ,x  < a} pentru orice a E X. Observăm că a E f  (a) ■ Con­
siderăm a,b E X  și cercetăm egalitatea f  ța) = f  țb). Deducem că, a E f  țb) și 
b E f  ța ) , deci a < b și b < a, din care rezultă că. a = b. Așadar, din f  ța) = f  țb)
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Probleme de algebra si ecuații diferențiale 8

rezultă a = b, ceea ce înseamnă că f  este injectivă. Vom arăta în continuare că f  este 
izotonă. Considerăm a,b E X  astfel încât a < b. Pentru oricare x E f  (a) rezultă 
x < a < b, din care rezultă x E f  (b), ceea ce înseamnă că am demonstrat incluz­
iunea f  (a) E f  (b), adică tocmai faptul că f  este izotonă. în consecință deducem 
că mulțimea ordonată (X, <) este izomorfă cu mulțimea ordonată (Im  ( / ) ,  C ) .

13. Arătați că A E B, C E D =>AU C E BUD, A Q C E BO D

14. Verificați relațiile:

(a) A - ( B U C )  = ( A - B ) - C ,

(b) ( A - B ) n B  = ,

(c) (Â UB) -  C =  (A -  C) U (B -  C ) ,

(d) A -  (B -  C) = (A -  B) U (A D C ) ,

(e) (A U B) x (C U D) = (A * C) U (A x D) U (B  x C) U (B * D ) ,

(f) (A U B) x C = (A x C) U (B x C ) ,

(g) ( A - B ) x C  = ( A x C ) - ( B  x C ) ,

(h) (A n  B) x (C n  D) = (A x  C) n  (B x D ) .

15. Fie ( A ^ ,  o familie oarecare de mulțimi. Arătați că

P | Ai C Aj c | J  A 
ici iei

pentru oricare j  E I.

16. Fie f  : X  Y, A E X  și B E Y. Arătați că:

(a) A c f - ' ( f ( A ) ) ,

(b) f ( f - ‘ (B)) = B.

17. Fie T  o mulțime oarecare. Pentru fiecare A C T se definește o funcție

K4 :T->{O ,1}

prin

K A (t) = {
1 dacă t E A
0 dacă t £ A

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 9

numită funcția caracteristică (indicatoare ) a mulțimii A.
Verificați egalitățile:

(a) KAKB — KA • KB ,
(b) K A u B  = K A + K B - K A K B ,

(c) KC A  = 1 -  KA ,

(d) KA _B  = KA - K A  KB ,

(e) A și B  sunt disjuncte O  K A u B  = K A  + K B .

18. Fie M  ^  0 și r = {( I , I ) | x E M } , relația diagonală pe mulțimea M. Arătați că r 
este relație de echivalență.

19. în N  considerăm un număr p > 2. Definim o relație binară între elementele lui Z 
prin

r = {(x,y) | x — y se divide cu p]

Vom nota faptul că (i, y) E r prin x = y (modp) (se citește ” x  este congruent cu y 
modulo p ” ) și vom numi relația r relație de congruență modulo p pe Z. Arătați că 
relația de congruență modulo p este o relație de echivalență și că mulțimea- factor 
este

Z / , =  {[0),, . . . [ p - l l j

unde [z]p reprezintă clasa de echivalență a lui i, adică

WP =  {p • n +  i | n 6 Z}

De obicei se notează [î]p =  i. Deci Z / -  =  ^6, î, . . . ,g | , unde am notat q = p — 1. 

Mulțimea Z /= se notează Zp și se numește mulțimea claselor de resturi modulo p.

20. In R  definim relația r prin

Determinați domeniul de definiție și domeniul de valori al relației r și arătați că r 
este o relație de tip funcțional. Aflați inversa lui r.

21. In mulțimea ordonată (N, —<), unde -< este relația definită prin

x ^  y ■& x divide pe y

considerăm submulțimea A =  {54,60,450} . Calculați inf A și sup A.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 10

22. Fie T  o mulțime nevidă oarecare. Considerăm mulțimea ordonată ("P (T ) , C) și 
submulți-mea .4 =  { X ,Y }  , unde X ,Y  E P  (T). Calculați inf A  și sup A.

23. Arătați că f  : [0,1] —> [a, 6] definită prin f  (t) = a + t (b — a ) , pentru orice t E [0,1], 
este o funcție bijectivă și arătați că inversa ei este g : [a, b] —> [0,1] definită prin 
9 (r ) =  7-, pentru orice r E [a, b].b — a

24. în cele ce urmează, vom indica o funcție definită pe >4 cu valori în B  prin:

A B, x f  (x)

Considerăm următoarele funcții:

(a) Z —> Z, i  -> 2r;

(b) R  —* R, x —> ax + b, unde a ,b E R , a ^O ;

(c) R  —> R, z —* ax2 + bx + c, unde a,b,c E R , a ^  0-,

(d) R  -> R, r  -> x2 ;

(e) R + —> R, x —> x 2 , unde R +  =  [0, oo);

(f) R  —* R+, x —> x 2 ;

(g) R  —> R + , x —> |z| =  <
—x pentru x < Q
x pentru x > 0

(funcția modul );

(h) R  —> Z , a; —> [x] =  sup {k E Z k < x} (fimcția ”partea întreagă”);

(i) R 2 — R,

i- (x,y) -> x, 

ii- (x,y) -> y, 

iii- (x,y) - ^ x - y , 

iv. (x,y) ~ ^x  + y, 

v- (x,y) ^ x - y , 

vi. (x,y) -> - , y ^ 0 ,
y _________

vii. (x, y) y i  + 1 ^ 2 ^ 

viii. (x,y) x 2 + y2 -  1;

(j) R - R 2 ,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 11

i. x —* ( x ,x ) ,

ii. x —► (x +  1, x2 — 2);

(k) R 2^ R 2 ,

i- (z, y) {x + y ,x  -  y ) ,

ii- (x,y) (x -  2, p +  3);

(1) R3—► R 3 , (x ,y, z) -> (x3 , y3 - x , x  + y + z)-,

(m) C —̂ R , z  = x  + i y ^ x  — y;

(n) R  —> C, x —> x 2 + i (x +  2).
Cercetați care dintre funcțiile date sunt injective, care sunt surjective și care 
sunt bijective.

25. Spunem că două mulțimi A și B  sunt echipotente, și notăm aceasta prin A ~  B, 
dacă există o funcție f  : A B  bijectivă. Arătați că au Ioc relațiile de mai jos, 
pentru orice mulțimi A, B și C :

(a) A ~ A ,

(b) A ~ B = > B ~ A ,

(c) A ~  B ,B  ~ C  A ~ C .

26. Arătați că o mulțime A este numărabilă (adică A ~  N ) dacă și numai dacă 
elementele sale se pot aranja într-un șir, adică putem prezenta mulțimea A sub 
forma

A =  {«o, 01,02, ..., On, On+1, •••}

27. Arătați c ă N ^  {\/2) U N.

28. Arătați că mulțimea numerelor pare este echipotentă cu mulțimea numerelor im­
pare.

29. Arătați că N  ^  {n | n € N,n>p} , oricare ar fi p € N.

30. Arătați că N  Z.

31. Arătați că dacă A C N este o mulțime infinită atunci A N.

32. Arătați că dacă A și B  simt numărabile atunci A U B  este numărabilă.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 12

33. Arătați că N x N  ±2 N.

34. Arătați că mulțimea numerelor raționale este numărabilă.

35. Arătați că intervalul (0,1) nu este mulțime numărabilă.

36. Arătați că (0,1) [0,1) ±2 (0,1] [0,1].

37. Arătați că (0,1) (a,6), [0,1) ^  [a,5), (0,1] ^  (a,6], [0,1] 52 [a,6] oricare ar fi
a, b G R, a < b.

3 8. Arătați că (0,1) ^  (a, 00) ^  (—00,6) ^  (—00, 00), pentru orice numere a, b G R.

39. Arătați că mulțimea K  = {a + b\/2 | a, b G Q} este corp comutativ.

40. Arătați că mulțimea Z [i] =  {m + in \ m ,n  € Z} este inel; determinați elementele 
invcrsabile.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 2

Matrice, determinanți și sisteme 
liniare

2.1 Exerciții rezolvate

Permutări

1. Considerăm perm utările de gradul 4

/  1 2 3 4 \  /  1 2 3 4 \

\  3 1 4 2 y  \  4 3 1 2 y

Calculați p^i, ^ p ,  0  Ași p 2 ■

Rezolvare: Avem:

Z i  2 3 4 \  /  1 2 3 4 \
W  =  =

y 0 ( 1 )  ^ ( 2 )  0 ( 3 )  v ^  (4) /  y 2 4 3 1 y

Analog obținem

A 1 2  3  4  \  y • 1 /  3 1 4 2 \
ibp = I iar w =  1 =

\  1 4 2 3 y \  1 2 3 4 y

/  1 2 3 4 \  ,  /  1 2 3 4 \

\ 2 4 1 3 / V 4 3 2 1 ?

. . . . . /  1
2. Determinați numărul de inversium ale perm utării 99 =  1

Rezolvare: Numărăm perechile, de pe rândul al doilea al

2 3 4 

1 4 2
permutării, în care im

13
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Probleme de algebra si ecuații diferențiale 14

număr mai mare se află în fața unui număr mai mic. Numărul 3 generează două 
inversiuni, (3,1) și (3,2). Numărul 1 nu generează inversiuni. Numărul 4 generează 
o inversiune, (4,2). Numărul 2 nu generează inversiuni. Avem N<p =  2+0+1+0 =  3, 
iar sgn.ip =  (—l)3 =  — 1.

• /  1 2 3 4 \  , .
3. Descompuneți permutarea o? =  I în produs de transpoziții.

\  2 3 1 4 /
Rezolvare: Urmărim perechile (z, </?(z)) în care <p(i) ^  i. Prima pereche pe care o
avem este (1,2). Notăm

1 2 3 4 \

1 3 2 4 /

Pentru ip' procedăm ca și pentru <p. Acum prima pereche este (2,3). Notăm

„ , /  1 2 3 4 \
<P = T23<P = = e

\  1 2 3 4 /

Deci e =  T^ TIZ p> din care deducem <p = TI2723-

Matrice

(1 4“ z 2z \
• • ) € M2 [C]. Calculați adjuncta lui A.

—3z 2 — 3z J
Rezolvare: Adjuncta lui A este matricea A* obținută prin transpunerea și conju­
garea elementelor lui A. Deci

„ 1 - i  3z
\ -2z 2 + 3z

/ 2 3 — z \
2. Arătați că matricea A =  € M2 [Ci este hermitică.

\3+ Î 1 y
Rezolvare: Matricea adjunctă a lui A este A* =  A, deci A este o matrice hermitică.

( cosa șina \
I £ M 2 [R], pentru a  £ R, este ortog- 

— sin a  cos a  J
onală.
Rezolvare: Avem

A*-A = I2 =
0
1

deci A este o matrice ortogonală.
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Probleme de algebra si ecuații diferențiale 15

Determinanti

(1 2 5 \
4 7 I G M 2 X3 [R] •

Rezolvare: Matricea A  are rangul r  =  2 deoarece minorul format cu liniile 1 și 2 și 
cu coloanele 1 și 3

1 2
2 3

1 5
2 7

=  1 • 7 -  2 • 5 =  - 3

este nenul și nu există minori de ordinul 3 nenuli (de fapt matricea A nu are minori 
de ordinul 3 ).

/  1

2. Calculați rangul matricei A = 2
2 3 4
3 4 5 £ M 3X4 [R].

y 3 5 7 9 y
Rezolvare: Matricea A  are rangul r  =  2 deoarece are cel puțin un minor de ordinul
2 nenul, și anume

1 2
2 3

-1

iar toți minorii de ordinul 3 simt nuli.

3. Calculați determinantul △ = 

linie.

2 3 5
1 1 2
5 2 4

dezvoltându-1 după elementele din prima

Rezolvare: Avem

- 3  ( 4 - 1 0 ) +  5 ( 2 - 5 )  =  3.

1
5

2 + ( -1 ) 1+3 -5 1 1
=  2 (4 -  4) -

4 5 2

4. Calculați determinantul

d u 012 013 014

021 022 023 024

a 31 032 033 O34

O 41 O42 O43 O44
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dezvoltându-1 după minorii formați pe liniile 1 și 3, folosind regula lui Laplace.
Rezolvare: Avem

De exemplu să calculăm determinantul

2
3
0
1

3 4 2
5 1 1
0 2 5
2 0 3

dezvoltându-1 după minorii formați pe liniile 1 și 3, folosind regula lui Laplace.
Avem

2 3
0 0

1 1
0 3

2 4 5 1
0 2 2 3

2 2 5 1
0 5 2 0

3 2
0 5

3 1
1 0

3 4
0 2

4 2
2 5

3
1

1
3

3 5
1 2

Deci A =  0 +  4 • 13 -  10 • (-2 ) -  6 • 8 + 15 • (-1 ) -  16 • 1 =  -7 .

5. Calculați inversa matricei 
. I a ll a 12 1 

\ ^21 «22 /
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unde A = det A = a^  • 022 — 021 ' a i2 A 0.
Rezolvare: Complemenții algebrici ai elementelor lui >1 simt: An =  022, A12 = 

=  —<Z2i5 ^21 =  —ai2 ȘÎ A22 = du- Rezultă că

1 / A i  A i    1 / a 22 - dl2 |
△ \  A12 A 22 /  \  —a 21 «11 /

De ezemplu, pentru matricea A = avem A = det >1 =  —2 și în consecință

1 | 4  “ 2  j | 2  1

2 1 - 3  1 /  l  3/2 -1 /2

6. Fie >1 matricea de ordinul n ( n > 2 ) cu toate elementele egale cu 1

Arătați că In  — A,unde In  este matricea unitate de ordinul n, este inversabilă și are 
inversa I„ ---- ^ A .
Rezolvare: Deducem imediat că A 2 = nA. Vom arăta că In — A are inversa In —
---n- ̂ 1A . într-adevă’r, 

(/„ -  A) • In
1 

n — 1
A - A  +

1 
n — 1 =nA

Și
I n  -  - ^ - A ^ ^ - A -  A +  - ^ - A 2 =  I n

n — 1 J n -  1 n -  1

din care rezultă că. In  — A este inversabilă și are inversa In  — ~ ^ A .

S istem e liniare

1. Determinați soluția sistemului liniar și neomogen

2x] — 3x2 +  5x3 =  15
3a?i +  2x2 — 4x3 =  —7

?X] — 6x2 +  3X3 =  19
; Xi, X2, X3 6 R
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Probleme de algebra ai ecuații diferențiale 18

Rezolvare: Determinantul sistemului este

deci se poate aplica regula lui Cramer. Avem

decixi =  —  =  l ,x 2 =  —  = - l , x 3 =  —  =  2

15 - 3  5 2 15 5
△ ^  = - 7  2 - 4 =  —85, AI2  = 3 - 7  - 4 =  85,

19 - 6  3 7 19 3

2 - 3  15
△ 13 — 3 2 - 7 = -170,

7 - 6  19

Soluția sistemului este (11,2:2,13) =  (1) — 1,2).

2. Determinați soluțiile sistemului

2xi +  3x2 +  13 -  11^4 = 0< , X],..., X4 6 C
5xi +  7x2 + 3X3 — 26x4 =  0

Rezolvare: Se verifică condiția

△  =
2 3
5 7

=  - 1 ^ 0

Considerăm x3 =  1 și X4 =  0. Obținem soluția (—2,1,1,0). Considerăm x3 =  0 și 
x4 =  1. Obținem soluția (1,3,0,1). Forma oricărei soluții este

(x i,x 2 ,x 3 ,x 4) =  ( - 2 , l , l , 0 ) a  + (l,3 ,0 ,l)- /3  = 

=  ( - 2 a +  /3,a + 3 ^ ,a ,/? ) ,

unde a  și /? simt numere complexe arbitrare.

3. Determinați soluțiile sistemului

2xi + 3X2 +  x3 — l lx 4 = 10
< , xi, ...,x4 e  C

5xi + 7X2 + 3X3 — 26x4 =  23

/  BIBLIOTECA \ 
< CENTRALĂ '
UNIVERSITARĂ “ CAROL I “ 
<  BUCUREȘTI . X
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Rezolvare: Considerăm X3 =  x4 =  0 și obținem soluția (—1,4,0,0). Ținând cont 
de exercițiul precedent obținem că forma oricărei soluții este

(11,12,13,14) =  (~ 1 ,4 ,0,0) +  (—2,1,1,0) -a +  (1,3,0,1)- (3 = 

=  ( - l - 2 a  +  ^ ,4  +  a  +  3 f ta ,^ )

unde a și 0  sunt numere complexe arbitrare.

4. Să se rezolve sistemul de ecuații liniare

2 i 4- 3y
—x + ^y 
5x — 2y

=  8
=  7
=  1

; z,y G R

Rezolvare: Matricea sistemului este

2
-1

5
4

Căutăm un determinant principal al sistemului. Avem succesiv:

^  =  2 / 0 ,  A2 =
2 3

-1  4
=  1 1 / 0

deci A2 este determinant principal. Calculăm acum determinanții caracteristici care 
ar putea fi nenuli. Există un singur astfel de determinant

Conform teoremei lui Rouche sistemul este compatibil și determinat. Prima și a 
doua ecuație simt ecuații principale, iar z și y sunt necunoscute principale ( nu 
există necunoscute secundare). Sistemul dat s-a redus la sistemul principal

2x +  3y = 8
—x +  4y = 7

care se rezolvă imediat cu regula lui Cramer și se obține soluția (1,2).
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5. Să se rezolve sistemul de ecuații liniare

x + 2y — z + 3t = 7 
—x + 3y + z — 5t = 5 
2x + 9y — 2z + 4t =  26

x ,y ,z , t  E R

Rezolvare. Matricea sistemului este

/  1 2 - 1

A = - 1 3  1
3

- 5
2 9 - 2  4 y

Căutăm un determinant principal. Avem

Ai =  1 ^ 0 ,  A2 =
1 2

-1  3
=  5 ^  0, A3 =

1 2 -1
- 1  3 1

2 9 - 2
=  0

Deducem că determinant principal este A2 . Determinantul caracteristic este

△c

1 2
-1  3

7
5 =  0

2 9 26

din care deducem că sistemul este compatibil și 1—nedeterminat. Sistemul principal 
este

x + 2y = 7 + z — St
—x + Sy = 5 — z + 5t

Folosind regula lui Cramer obținem soluția

’ x  =  1(11 + 5a -  19/3)
</ =  1(12+  2/3)

] z = a
Va, /3 e  R

2.2 Exerciții propuse

1. Determinați numărul de inversiimi și signatura pentru permutările următoare:

1 2 \ / 1 2 3
2 1 / ’ \  3 2 1

1 2 3 4 5 6
1 3 5 2 4 6
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1 2 3 n n  + 1 n  + 2 • • • 2n

1 3 5 - - - 2n — 1 2 4 ■ ■ ■ 2n

1 2 3 • • • n  TI -4-1 n + 2 ■ ■ ■ 2n

2 4 6 2n 1 3 •• • 2n -  1

2. Calculați puterile !2 ,13 , / 4 , l5 și l6 pentru perm utarea l =
1 2  3 4

2 3 4 1

3. Scrieți ca produs de transpoziții perm utarea p =
1 2 3 4 5

5 4 3 2 1

4. Determinați permutările p € S4 care verifică egalitatea a ■ p = b, unde

/ 1 2 3 4 
a  ~  I

\ 2 3 4 1
iar b =

1 2  3 4

3 1 4  2

—3 6 M aX2 [C] . Calculați: A + B , A  — B  și

5 /

( 2 3 \  / 1I și B  =  I
1 4 / \  1

1

2
. Calculați: A +  B, AB -  B A , A 2 -  B 2 .

7. Fie A ,B  e M n  [C] astfel încât A B  = B A . A rătați că

A ™ - B m  = ( A - B ) -  (A m - } + A m ~2 B  + • • - + A B m ' 2 + B m

(A + B ) m  =  Am  +  C ^ A m ~ ] B +  • • - +  C ^ A B ™  ' + B m 

pentru orice m  G N*.

8. Fie A  6 M n [C ]. Verificați relațiile

A m - I n  =  (A -  In ) ( A - - 1 +  A m ' 2 +  • • ■ +  A +  Zn )

(In  + A )m  = A m  + C}n A m - 1 + --- + C ^ A  + In 

pentru orice m  G N*.
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9. Calculați An , pentru n € N*, dacă A =
cost

— sint
sint
cos t

, t  e  R.

10. Rezolvați ecuația
X 2 =  ( 1 ° ; X 6 M2 [R]

\  0 1 /

11. Determinați x, y, z ,u ,v ,w  € R  dacă

\ z

3u
4v
5w J

6 6
5 -1

\ 4  J

3 4
4 2
2 3 ^

12. Fie A = diag.[ai, ...,an ] și B  = diag.[b^, ...,bn ] 6 M„[C] două matrice diagonale 
de ordinul n. Arătați că:

(a) A + B = diag. [ai + b^ ..., a„ + bn ] ,

(b) AB = diag. [a^i, ...,an bn ],

(c) A A = diag. [Aai,.... Aa^],

(d) Am  = diag. [a™, ...,a"] pentru orice m  € N.

13. Calculați f  (A) dacă:

(b) f  (x) =  x2 — x -I- 3, și A = 3

14. Fie A € Mn [R]. Arătați că matricea B — A + A1 este simetrică, iar matricea
C — A — A 1 este antisimetrică (adică B l = B și C* = —C ).

15. Fie A € Mn [C] . Arătați că matricea B = A + A* este hermitică, iar C =  A — A* 
este antihermitică ( adică B* = B și C* = —C ).
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16. Calculați A m , pentru m 6 N, dacă

/  O 1 O O \

O O 1 O 
0 0 0 1

 ̂ O O O O y

17. Calculați Am , pentru m € N, dacă

/  a 1 O O \

, O a 1 O
A =

O O a 1
O O O a y

18. Calculați AB  dacă

a 1
0 a

A =
0 0

1 0 0

0 0 \
1 0
a 1
0 a y

, B  =

/  b 1 0 0 \

0 6 1 0
0 0 6 1

k 0 0 0 6 y

Calculați A + B  și AB.

19. Fie
' ar 1 0 0 0 ) bi

0 ai 0 0 0 0
A = 0 0 a2 1 0 , B  = 0

0 0 0 a2 1 0
0 0 0 0 a2 y

l 0

20.

1 O O O \

h  O O O
O 62 1 O
O O 62 1
O O O b2 y

Calculați determinanții

ab 
a2 
b2

b2 
ab 
a2

a2 2ab b2 
b2 a2 2ab 

2ab tr2 a2

21. Calculați, folosind definiția, determinantul

0 0 O an

O O • • • On-y O

O a2 ■ ■ ■ O O
ai O 0 0
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unde a 1 ( ..., an  G C.

22. Arătați că

a ^ 1 a"” 1

1 1

^  [^b •••) ̂ n] ai a2

pentru orice a i , an  G C.

23. Arătați că

—1 a a a
a —1 a a
a a —1 • • a =  [(n — 1) a — 1] (—1 — a)n  1

a a a ■ ■■ -1

pentru orice a G C.

pentru orice aij G C.

24. Arătați că
°n  a î2 -•• aXn

0 a22 • • • a2n
^11 ^22 ^nn

0 0 ’ ’ ' ^nn

25. Rezolvați ecuația
x a a a 
a x a a 
a a x a 
a a a x

= 0; x G C

unde a G C este un număr dat.

26. Arătați că

Xi X2 X3

X 2 X3 Xi

X3 ^1 ^2

=  (X! +  X 2 +  X3) (X1X2 +  X 2X 3 +  X3X1 Xj2  -  x22 -  X^)

pentru orice Xi,x2, X3 G C.
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27. Arătați că

«11 «12 0 0 0
«21 «22 0 0 0
«31 «32 «33 «34 «35

«41 «42 «43 «44 «45

«51 «52 «53 «54 «55

d u  «12

«21 «22

«33 «34 «35

«43 «44 «45

«53 «54 «55

pentru orice Oij E C.

28. Calculați rangul matricelor:

(c)

(d)

(«)

(b)

4
1

3
4 
a

3
5
7
9

0  0

0  0

0 o

0  a4
0  «2

0  a 3

unde ^ ,  bj, c E C.

1
2
2

3 -1
4 0
4  1 /

\  bi b2 b3 b4 c /

29. Verificați care dintre matricele de mai jos simt inversabile și în caz afirmativ deter­
minați inversele lor:

( 1 2 \ / cosi sini \ f a b \
1,1 I pentru i € R, I pentru a, 6 € R,

3 4 /  \ —sini cost / \  —b a I

(b)
1
A
1

pentru A € R,
1
1

1 1

0 1 1
1 0 1
1 1 0 ;

/  i i i i \

1 0  1 1
1 1 0  1 

\ 1  1 1 0 /

30. Arătați că dacă A și B sunt inversabile atunci sunt echivalente următoarele egalități:
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(a) A B  = B A ,

(b) A B ~ l = B ^ A ,

(c) A - 'B - '  =  B ~ ' A - 1 .

31. Rezolvați ecuațiile matriceale:

2
-1

x  e M2 [R],

32. Rezolvați sistemele de ecuații liniare:

I x 2 +2x2 =  5
(a) < 3 ij  + 4 I 2 = 1 1  î x b i 2 e R ,

5xi +6x2 =  17

1 Xi +  X2 +  X3 +  X4 =  1

(b) \  i i + x 2 +  x 3 -  x 4 = 3  ; X i,x 2 , x3 , x 4 G R ,
1 i i  +  X2 +  x3 +  2x4 =  0

1 x + y + z = 1

(c) < ax + by + cz = t  \ x , y , z  E R , pentru a ,b ,c ,t  G R  numere date,

a 2x +  b2y  4- c?z =  t 2

a, b și c fiind distincte.

2 x i— ^2— £3 = 4
(d) 3x i+  4X2 — 2X3 = 1 1  ; XI , X2 , X3 G R ,

3 x i— 2X2 +  4X3 = 1 1

2̂1 d- X2+ x 3 +  x4 +  X5 = 7

3x i+  2x3+  x 3 +  x 4 — 3xg =  —2
; X1,X2 ,X3 ,X4 ,X5 G R ,

X2+ 2X3 +  2X4 +  6x5 — 23

5x i+  4x2+ 3X3 +  3X4 — X5 =  12
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1 1 + 3I2+ 2x3 =  0

2 i i ~ x2+ 3x3 =  0
(f) < xi,x2,x3 G R.

3z i— 5I2+ 4x3 =  0
. $1+ 7x2+ 4X3 =  0
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Spații vectoriale

3.1 Exerciții rezolvate

1. Arătați că dacă V  este un K —spațiu vectorial atunci:

(a) există un singur vector nul în V;

(b) orice vector din V  are un singur vector opus;

(c) Vx, y, z E V  avem: x = y O -x  + z = y + z-,

(d) Vx, y E V  avem: x = y O- x — y = Q y',

(e) Vx, y E V  și X E K* avem x = y ^  Xx = Xy,

(f) 0 ■ r  =  Ov, Vx € V;

(g) a ■ Ov =  Ov, Va. G K;

(h) (—1) z  = —x, Vx E V;

(i) a (—x) =  (—a) x = —ax, Va E K  și x E V;

(j) (—a) (—z) =  ax, Va E K  și x E V;

(k) dacă ax =  Ov, unde a G K și z G V, atunci a =  0 sau z =  Ov 
Rezolvare: a) Fie Ov și Oy doi vectori nuli.Avem Ov =  Ov + °v — °v-
b) Fie x, x ', x" E V  astfel încît x + x' =  Ov și x + x" =  Ov- Avem:

x 1 = Qy + x' = (z" + z) + z ' =  x" +  (z + x') = x" + 0v  =  x"

c) Dacă x = y atunci rezultă imediat că x+ z = y+z. Presupun că x+ z = y+z. 
Deducem de aici succesiv, z' fiind vectorul opus vectorului z

(x + z) + z' = (y + zj + z' &  x + (z + z') = y + (z + z')

28
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deci x  +  Ov =  y +  Ov sau, în final, x = y..
d) Rezultă din c) pentru z = —y..
e) Dacă x = y atunci rezultă imediat că Ax = Ay, pentru orice A € K. 
Să presupunem că Ax = Ay, pentru A ^  0. Avem succesiv: x = 1 ■ x = 
= G a ) x = A  G A) y = 1 y = y

f) Avem succesiv: x = l - x  = (0 +  1) • x =  0 • x +  x. Deci avem x =  Ox +  x. De 
aici rezultă că x +  (—x) =  (Ox +  x) +  (—x ) , sau Ov =  Ox + (x + (—x)) ,deci 

Ov =  Ox +  Ov §i deci Ov =  Ox.
g) a • Ov =  a • (O • x) =  (a ■ 0) • x =  O • x =  Ov-
h) (—1) • x +  x =  (—1) • x +  1 • x =  ((—1) +  1) • x =  O • x =  Ov- Am obținut 
egalitatea (—1) • x +  x =  Ov- Adunînd opusul lui x în ambii membri obținem 
(—1) • x =  —x.
i) a • (—x) =  a • ((—1) • x) =  (a • (—1)) • x =  (—a) • x =  (—1) (a • x) =  —a • x. 
j) (—a) • (—x) =  (— (—a) • x) =  a • x, în care am ținut cont de i).
k) Dacă a =  0 atunci a • x =  0 • x =  Ov- Dacă a 0 atunci x — ( -  • a ] - x = 

\ a  /
=  -  - (a • x) =  -  • Ov =  Ov; deci x  =  Ov­a a

2. Arătați că dacă familia de subspații vectoriale {lV«}Qe?1 este dirijată (adică pentru 
orice a,/3 E A există y E A  astfel încât Wa U W/3 G W ^ ) atimci Ŵ =  [ J  Wa este 

aeA
un subspațiu vectorial al lui V.
Rezolvare: Fie a E K. și x ,y  E W. Rezultă că există ao,(3o E A astfel încât x E W ^ 
și y E W ^. Considerăm pe 70 £ A astfel încât Wao U W ^  G W^Q. Deducem de aici 
că x ,y  E W^,. în consecință rezultă că ax și x + y aparțin lui W^, și deci lui W, 
ceea ce trebuia demonstrat.

3. Fie U ,V și W  trei K  -spații vectoriale.Arătați că

(a) Aplicația nulă 0 : U  —> V, definită prin 0 (x) = 0 v pentru orice x 6 U, este 
o aplicație liniară de la U la V;

(b) Aplicația identică lu  :U - » U  este aplicație liniară de la U la U;

(c) Dacă f  E C (U, V) și definim / '  : U  -> V  prin f '  (x) = —f  (x) pentru orice 
x 6 U, atunci f  E £■ (U, V ) . Aplicația / '  se notează cu —f  și se numește 
aplicația opusă aplicației f ;
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(d) Dacă f  € £  (U, V) este bijectivă atunci inversa lui f  este aplicație liniară de 
la V  la U;

(e) Dacă /  e  £ (U , V) și g e  £  (V, W ) atunci g o f  e  £  (U, W ) . 
Rezolvare:
a) .Avem

0 (a i + by) =  0 v  =  «0 (x) + 60 (y)

pentru orice a, b € K  și x, y € U.
b) . Avem

l v  (ax + by) = ax + by = a ■ lu  (x) + b ■ 1 v  (y)

pentru orice a, b € K  și x, y E U.
c) . Avem

f  (ax 4- by) = - f  (ax + by) = -  [af (x) + b f (y)] = - a f  (x) - 

~ b f(y ) = a ( - f  (x))+  b ( - f  (y)) = a f '( x )+  b f  (y)

pentru orice a, b E K  și x, y E U.
d) . Fie x, y E V  și a, b E K. Deoarece f  este presupusă bijectivă rezultă că 
există x', y' E \J astfel încât f  (x') =  a; și f  (y") = y . Deducem că

f  (ax1 + by') = a f  (x') 4- b f (y') = ax + by

Ținând cont de definiția inversei unei funcții rezultă că

/  1 (x) = x' , f - 1 (y) = y'

Și
f~ ' (ax 4- by) = ax' + by' = a f~ l (x) 4- b f - 1  (y)

adică f - 1 E £  (V, U ) .
e) . Pentru oricare a, b E K  și x, y E U vom avea succesiv

(g° f ) (a x  + by) = g ( f(a x  + by)) =

= 9 (a f (z) + b f (y)) = ag ( f  (x)) 4-
+ bg(f(y)) = a(go f ) ( x )  + b(go f) (y )

ceea ce trebuia demonstrat.
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4. Fie U și V  două K — spații vectoriale, UQ C U și VQ C V  subspații vectoriale și 
f  E £  (U, V) o aplicație liniară. Arătați că

(a) f  (UQ) este subspațiu vectorial al spațiului vectorial V;

(b) / - 1  (VQ) este subspațiu vectorial al spațiului vectorial U.
Rezolvare:
a) . Fie a,b E K  și x ,y  E f  (UQ) elemente arbitrare. Din definiția lui f  (UQ) 
rezultă că există x \  y' E UQ încât x = f  (x') și y = f  (y '). în aceste condiții 
avem

ax + by = a f  (x') + bf (y') = f  (ax' + by')

Deoarece UQ este subspațiu vectorial rezultă că ax' + by' E UQ și în consecință

ax + by = f  (ax' + by') E f  (UQ)

b) . Fie a, b E K și x, y E / - 1  (VQ) . Din definiția lui f ~ l (VQ) rezultă că

f ( x ) E  Vo ș i f ( y ) E V o

Deoarece VQ este subspațiu vectorial rezultă că

a f (x) + b f (y) = f  (ax + by) E VQ

Folosind definiția preimaginii rezultă ca ax + by E f  ~] (Va), ceea ce arată în 
fond că /  1 (Vo) este subspațiu vectorial al spațiului vectorial U.

5. Fie f  E £  (R3 , R2 ) definită prin

f  ( ii, x2 , x 3 ) =  (3i] — 12 +  ^3,3xi — x2 + £3)

pentru orice (x i,x 2 , x 3 ) E R3 . Determinați nucleul și imaginea aplicației liniare f  . 
Rezolvare: Nucleul lui f  este mulțimea soluțiilor ecuației

f ( x i , x 2 ,x 3) = (0,0); (x i,x 2 ,x3) E R 3

Această ecuație se reduce la ecuația

3 x i— x2 + x3 =  0 ; (x i,x 2 ,x 3 ) e  R 3

care are soluția

N  (f)  =  {(i, 3t + s, s) | t, s e  R}
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Imaginea aplicației f  este mulțimea elementelor y = (yi,y2) G R 2 pentru care 
ecuația

f ( x ) = y ,  x = (x i,x 2 ,x 3 ) e  R3

are cel puțin o soluție. Ecuația se poate scrie sub forma sistemului

3^1 — x 2 + x3 = yx 3* ; (x1,x 2 ,x 3 ) € R
3 ii ~ x 2 + x3 = y2

care are soluții dacă și numai dacă y  ̂ — y2 - Deci

Im (J ) = {(t,t) 11 e  R}

6. Fie f  € £  (R3 ) un endomorfism definit prin

f(X !,X 2 ,X3 ) =  (0,12,13)

pentru orice (x1,x 2 ,x 3 ) 6 R 3 . Arătați că f  este o proiecție.
Rezolvare: Avem

/ 2 (x } ,x 2 ,x 3) = f  { f (x l t X2,X3 )) = f(0 ,X 2 ,X3) = (0,12^3) = f ( x } ,X2 ,X3)

pentru orice (x i ,x 2 , x3 ) G R3 , ceea ce arată că / 2 =  f ,  adică f  este o proiecție.

7. Fie V = R2 și W  = { (x i,^ )  | 2xj — T2 =  0} C V. Determinați .
Rezolvare: Clasa de echivalență a vectorului a =  (ai,a2) 6 R 2 în raport cu relația 
de echivalență determinată de subspațiul IV este

[a] = {(a, + x } ,a 2 + x2) | 2 ii - x 2 =  0} =  {(î/i,3/2) | 2yi - y 2 ~  2aj + a2 = 0}

8. In R-spațiul vectorial R 3 considerăm baza B  = {vi,v2 ,v3 } , unde

{
vi = (1,2,3) 

v2 =  (0,2,3) 
v3 =  (0,0,3)

și vectorul x =  (2,6,12). Determinați matricea asociată bazei B  și matricea lui x 
în baza B.
Rezolvare: Matricea asociată bazei B este

B v2 v3
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iar matricea lui x  în baza B  este

x
B

deoarece x = 2vi +  V2 +  v3 . Se verifică imediat relația

adică relația

2vi + V2 +  V3 =  Uj V2 V3

9. în spațiul vectorial real R 3 considerăm bazele B = {vj, v^. v3} și B' =  {v^v^Vg} , 
unde vi =  (1,0,0), v2 =  (0,1,0), v3 =  (0,0,1), v\ =  (1,2, 3), V2 =  (2,3,4) și v'3 = 
=  (1,3,1). Determinați matricea de trecere de la baza B  la baza B 1. 
Rezolvare: Deoarece

v'j =  Vj +  2V2 + 3V3

< ^2 =  2^! + 3V2 + 4V3

V3 =  Vi + 3V2 4- r 3

rezultă că matricea bazei B 1 în raport cu baza B, sau matricea de trecere de la baza 
B  la baza B', este

/  1 2 1 \
B'
B =  2  3  3

Se observă că coloanele acestei matrice sunt formate din componentele vectorilor 
Vj, Vg și respectiv V3 în raport cu baza B. Deasemenea se verifică ușor relația

B'-B -̂
adică

Vj V2 v3

^ 1 2  1^ 

2 3 3 
k 3  4  J
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Fie x =  (8,7,22) 6 R 3 . Avem

adică

x B' x
B = ~ B  B'

1 2 P

2 3 3
3 4 1 ?

10. Considerăm transformarea liniară 99 : R 2 —> R 3 definită prin

99 (x) =  (2xi + 3X2 , - XI 4- x2 ,3xi -  4x2)

pentru orice x =  (x i,x 2 ) € R 2 . Deasemenea, considerăm bazele canonice E  = 
=  {e b e 2} și F  = {/i, / 2 , / 3} din R 2 și respectiv din R 3 ; deci ei =  (1,0), e2 =  (0,1), 
/1 =  (1,0,0), / 2 =  (0,1,0) și / 3 =  (0,0,1). Determinați matricea lui p  în raport 
cu bazele E  și F, forma analitică și forma matriceală a lui 79.
Rezolvare; Avem

/  ^ (ei) =  (2 ,- l ,3 )  =  2 / i - / 2 + 3 /3 
\  <̂ (e2) =  (3,1, —4) =  3/i + / 2 — 4 /3

din care deducem că matricea lui 99 în raport cu bazele E  și F  este

(pE 
~F

2 3
-1  1

\ 3 -v
Forma analitică a transformării 99 este

r 
yx =  2xi + 3x2

* y2 =  - x i  +  x2 
y3 =  3xj -  4X2

care arată că punctului x =  (x i,x 2 ) din R 2 îi corespunde punctul 99 (x) — y =
= (yi,y2>ys} «fin R 3 .
Forma matriceală a transformării 99 este
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11. Considerăm transformarea liniară p : R 2 —> R 3 căreia îi corespunde matricea

A = 3 6

4 7

în raport cu bazele canonice din R 2 și respectiv R 3 . Calculați px  pentru x =

Deci p  (2, -3 )  =  (-11, -12, -13 ).

12. Fie f  €  £ ( R 2 ) , f(x i ,x z )  =  (-T ],3 i2) pentru orice ( i ] , i 2) 6 R 2 . Arătați că 
subspațiul

tf =  {(0,z2) |x 2 e R }

este invariant față de f .
Rezolvare; Intr-adevăr, f  (0, x2) =  (0,3x2) € U pentru orice (0, x2) 6 U, adică
f ( U ) c U .

13. Fie /  G £  (R 3 ) endomorfismul definit prin

f  (x3, x2 ,x 3 ) =  (ij + x2 -  r 3 , -3X1 -  3x2 + 3z3 , - 2 x t -  2z2 + 2I 3)

pentru orice (x3,x 2 ,x 3) £ R 3 . Arătați că f  este nilpotent și determinați o bază 
canonică a sa.
Rezolvare; Deducem imediat că matricea lui f  în raport cu baza canonică

B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

a lui R 3 este

=  (2, - 3 )  ■

Rezolvare.' Avem, ținând cont de forma matriceală a lui p^

fB 
B
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Deoarece ^ — j  =  0M [R3] rezultă că / 2 este endomorfismul nul, deci f  este un 

endomorfism nilpotent de indice p = 2. Calculăm subspațiile Ni = ker.f* pentru 
i 6 {1, ■■■,p}, adică, în cazul nostru, calculăm pe N\ și pe N2 . Avem

X =  (H l,l2 ,l3 ) E N y O  f  (Z i,Z 2 ,Z3 ) =  (0,0,0) «• Zi +  Z2 ~  ^3 =  0

din care deducem
# !  =  { (z i,z2 , z i + z 2) | z b z2 e R }

Pe de altă parte avem N2 = ker.f2 =  R 3 , deoarece / 2 este endomorfismul nul. 
Acum calculăm subspațiile K, =  /*- 1  (M) pentru i 6 {2, ...,p}, adică, în cazul 
nostru, calculăm pe K 2 = f  (N2) - f  (R 3) • Avem

(yi,î/2,y3) € K2 <=> 3 (zb z 2 ,z 3 ) e  R 3 astfel încât

{
yi =  x^ + x 2 — x3 

y2 = - 3  (zj +  z2 -  z 3) 
y3 = - 2  (zi + z2 -  z 3)

Acest sistem liniar este compatibil numai dacă y2 = —3yi și pa =  —2yb  Deci

^2 =  {(yi, -3y i, - 2 ^ )  | yi e  R}

Constatăm ușor că subspațiul K 2 are dimensiimea egală cu 1 și putem alege ca bază 
mulțimea formată din vectorul

e Ș =  (1 ,-3 ,-2 )

Acum completăm baza lui K 2 până la o bază a lui N]. Deducem imediat că{e2 , e|} ,unde

4  =  ( l ,lx 2 )G M

este bază în N^. Din faptul că ef E K 2 = f  (N2) = f  (R) rezultă că există ej € N 2 
astfel încât

e? =  f  (ej)

Putem lua, de exemplu, ej =  (1,0,0). Am obținut astfel mulțimea de vectori

e l
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Baza E  =  {cj, e^e^} a spațiului R 3 este o baza canonică a lui f .  Avem

f  f ^ =  (0,0,0) = 0 - e 2 +  0 -e l +  0 - e p 

f  (e}) =  ej =  1 • Ci 4- 0 • e} + 0 • 62 
^ f ^ )  = (0,0,0) = 0 -e 2  +  0-eJ + 0 - e ^

din care rezultă că

0 1 0
0 0 0

k 0 0 0 ,

=  d ia j.(J 2 (0),0)

14. Cercetați dependența liniară a vectorilor Vi,...,um  G R n , unde Vi = = (^u,..., vn i) 
și m G N*.
Rezolvare: Cercetăm ecuația

AiViF * * * F Am vm  0, Ai, — , A^ G R.

unde am notat cu 0 vectorul nul din R ”. Putem scrie această ecuație sub forma

^   ̂Aj (fit, ..., Uni) (0, • ••, 0) , A],..., Am  G R

sau ( 777 771 \
A^i,, —, AiVn { j ( 0 , . ,  0), Aj,...,Am G R

7=1 7 = ] /
sau sub forma sistemului

fi 1 Al 4- - ■ • 4~ «lmAm  =  0
1 : , A ],..., Am  G R

7̂7iAi 4" • ■ ■ 4" t)n m Am  0

Fie r = rang (yij) < min {m, n} , rangul matricei componentelor vectorilor cercetați 
și, în același timp, rangul matricei sistemului. Se știe că:
1) dacă r = m  atunci sistemul admite numai soluția nulă

Ai =  0,..., Am  =  0

Așadar vectorii i^, ...,vm  simt liniar-indepenenți;
2) dacă r < m  atunci sistemul admite o infinitate de soluții, deci admite și soluții 
nenule; așadar vectorii v i,...,v m  sunt liniar-dependenți.
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Observăm că:
l)Dacă m > n, adică numărul de vectori este mai mare decît dimensiunea spațiului 
R n, atunci avem r < min {m, n} < m, ceea ce înseamnă că vectorii simt liniar- 
dependenți.
2)Dacă m — n, adică numărul de vectori este egal cu dimensiunea spațiului R ”, 
atunci liniar-dependența sau liniar-independența celor n vectori depinde de valoarea 
determinantului A al componentelor acelor vectori,

v i i  • ■ • V in

V n l  ‘ ' '  V n n

și anume:

(a) dacă A ^ 0  atunci vectorii simt liniar-independenți;

(b) dacă A =  0 atunci vectorii sunt liniar-dependenți.

15. Arătați că o mulțime S  C R n  este subspațiu vectorial al lui R n dacă și numai dacă 
S  este mulțimea soluțiilor unui sistem liniar și omogen cu n necunoscute reale, cu 
coeficienți reali. In plus, dacă r este rangul matricei sistemului atunci dimensiunea 
lui S  este n — r.
Rezolvare: 1) Presupunem că S C R" este mulțimea soluțiilor sistemului liniar și 
omogen

{
^ l l ^ l  +  ’ ’ ' +  O -in ^ n  =  0

: i R-
® m l^ l  4  ' ‘ ' 4  ( Im n u r i  —  0

unde a^ G R  pentru orice i G {1,..., m} și j  G {1,..., n) .
Dacă u = (u i,...,u n } G R" și v = (uj,...,vn ) G R" sunt două soluții arbitrare 
ale sistemului și A G R  este un număr oarecare, atunci din 52j=i a^Uj =  0 și 
Y^=xa ijv j =  0, pentru orice i G { l,...,m } , deducem Y ^ j^ i^ j  (u j v j) =  0 §i 
57”̂  a ^ (Xuj) =  0, pentru orice i G {1,..., m} , adică u 4- v G S  și Au G S, ceea ce 
înseamnă că S  este subspațiu vectorial al lui R".
Să presupunem acum că r =  rang (at J ) și, pentru simplificare, că

au « I r

7^0

O ri OTT
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este determinant principal al sistemului. Atunci sistemul se reduce la sistemul 
principal

{
^11^1 4 “ ' ‘ ‘ 4“ O -lr^r =  ® l(r + l )^ r + l  ‘ ' " & in X n

: ; Xi, ...,x r € R
G r lX l  4 " ‘ "  "F d r r X r  =  ^ ( r + l ^ r + l  ‘ ’ ‘ O rn ^ n

în care necunoscutele secundare x r+ i, ...,xn  simt arbitrare. Luând toate necunos­
cutele secundare nule cu excepția uneia, pe care o luăm egală cu 1, obținem un set 
de soluții de forma

$1 =  ( ^ I I , '” , ® rl, 1 , 0 ,  0 )

k ^ n —r  ( ^ l ( n - r ) , '” i ® r(n -r )> 0 , 1)

unde Sij € R pentru orice i € {1, ...,r} și j  € {1, ...,n — r} . Orice soluție a sis­
temului are forma

s  =  ^ i ^ i  4- • • • 4- Xn - r sn ^T

unde Aj G R  pentru orice j  € {1,..., n — r} . Se verifică imediat că vectorii « i,..., sn r 
sunt liniar-independenți, iar din relația anterioară rezultă că { s i,..., .sn r } generează 
subspațiul S. Deducem astfel că mulți-rnea de vectori {«i,..., sn -r} este bază a sub- 
spațiului S  și dimR  S = n — r. Mulțimea de soluții {sj,..., sn r } s e  mai numește și 
sistem fundamental de soluții.
2) Presupunem că S  este im subspațiu vectorial al lui R”, de dimensiune m < n. 
Alegem o bază {/],..., f rn} a lui S, unde fi = (an ,..., an i) G R “. Pentru ca un vector 
x =  (T I , ...,xn ) din R n  să aparțină subspațiului S  este necesar și suficient să existe 
numerele €>--i€m astfel încât x =  ^ j  & fi- Aceasta înseamnă că apartenența 
lui x la S este echivalentă cu compatibilitatea sistemului

{
a n € i  +  • • ■ 4- a lm ^m  = X!

: > €11 Cm £  R

^ n l €  4" • • ' 4" d n m Cm =  -^n

Pe de altă parte, compatibilitatea sistemului constă în anularea tuturor determinanți- 
lor caracteristici ai sistemului. Deoarece { fi, -■-, f rn} este bază a lui S rezultă că 
f i ,  fm sunt liniar-independenți, deci rang (al3) = m. Pentru simplificarea scrierii
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putem presupune, fără a micșora generalitatea, că

an t t lm

/ O

^ m l ^ m m

Cu această alegere, putem spune că sistemul este compatibil dacă și numai dacă 
determinanții caracteristici

^11 • ’ ' ®lm Z i

a m l ' Zm

Oii ' ‘ ‘ ^ im z<

pentru oricarei € {m  +  l,...,n}  , simt nuli. Observăm că determinanții A,, dezvol­
tați după ultima coloană, au expresii de forma

△i A i i  * Zj 4" ' * * 4“ △mi ‘ ^ m  4" A  ' Z,"

unde Aii,...,Ami 6 R  pentru oricare i E {m + 1, ...,n } . Cu această observație
putem spune că x =  (xi, . ..,rn ) E S  dacă și numai dacă z este soluție a sistemului 
liniar și omogen

△ l(m + l) 'Z i 4~ ' ’ ' 4" △m (m _|-i) • I T7l4- △ • ^m +l 0

A i n  "Zi 4" • ' ’ 4" A m n  'Zm4" △ ' Xn  =  0

ceea ce înseamnă că S  este mulțimea soluțiilor unui sistem liniar și omogen cu n 
necunoscute reale și coeficienți reali, adică tocmai ceea ce trebuia demonstrat.

3.2 Exerciții propuse

1. Fie V  =  {y} o mulțime formată dintr-un singur element. Arătați că V  este K — 
spațiu vectorial, indiferent care este corpul K, dacă definim adunarea în V  prin 
u 4- v =  w și înmulțirea cu scalari prin av = v, pentru orice a € K. Vom nota acest 
K — spațiu vectorial prin {0} și îl vom numi spațiu nul.

2. Considerăm V  = K, ca adunare în V  considerăm adunarea din corpul K, iar ca 
înmulțire cu scalari considerăm înmulțirea din corpul K. Arătați că V = K este 
K — spațiu vectorial.
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3. Arătați că C este R — spațiu vectorial, luând ca adunare a vectorilor adunarea nu­
merelor complexe, iar ca înmulțire cu scalari luând înmulțirea unui număr complex 
cu un număr real.

4. Arătați că
K n  =  { ( i i , ..., zn ) | re; G K  pentru i =  1, ...,n}

pentru orice număr n 6 N, n > 2, este K — spațiu vectorial față de următoarele 
operații:

(a) ( x ^ .. . ,x n ) + (y ^ .^ y n )  = {xx + y ^ . . . ,x n  + yn ) ,

(b) a ({T] , xn ) ( Q ;T ], a x ^ ,
pentru orice (zi, ...,xn ) , (y^, ...,yn ) € K n  și a G K.

5. Arătați că mulțimea M m x n  [K], a matricelor de tipul m x n cu elemente din corpul 
K, este K — spațiu vectorial față de operațiile de adunare a matricelor și de înmulțire 
cu un scalar a unei matrice.

6. Arătați că mulțimea K[X], a tuturor polinoamelor cu coeficienții în K, este K — 
spațiu vectorial față de operațiile obișnuite de adunare a două polinoame și de 
înmulțire a unui polinom cu un scalar.

7. Arătați că mulțimea K n  [X] ,a tuturor polinoamelor cu coeficienții în K, de grad 
cel mult n (pentru n G N  ), este K — spațiu vectorial față de operațiile obișnuite 
de adunare a două polinoame și de înmulțire a unui polinom cu un scalar.

8. Fie T  o mulțime nevidă, oarecare și V  un K — spațiu vectorial. 
Demonstrați că mulțimea

V T  =: {x \ x :T  ^ V }

a tuturor funcțiilor definite pe T  cu valori în V, este K — spațiu vectorial față de 
operațiile obișnuite de adunare a două funcții și de înmulțire a unei funcții cu un 
scalar.

9. Fie U și V  două K — spații vectoriale. Arătați că mulțimea U  x V este K — spațiu 
vectorial față de operațiile:

(a) (u i ,^ )  + (u2 ,v 2) =  («i + u2 ,v A + v2 ) ,
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(b) a (u, v) = (au, av)
pentru oricare (ui, Vi), (it2, f a  G U x V  și a G K. Spațiul vectorial U  x V  se 
numește produsul direct al spațiilor vectoriale U  și V.

10. Arătați că produsul direct Vi x • • • x V n  al K-spațiilor vectoriale V i , ..., Vn  este 
K — spațiu vectorial față de operațiile:

(a) (z i,...,z n ) +  (y^,...,yn ) = f a  + y^, ...,xn  + yn ) ,

(b) U (x^, ..., Xn) (dZj, •••> ®-̂ n) >
pentru oricare (,Ti,...,in ) , (yi,...,y„} G Vi x ... x V n  și a G K.

11. Arătați că dacă V  este K —spațiu vectorial atunci V  și {0v} sunt subspații vecto­
riale.

12. Arătați că K n  [X] este subspațiu vectorial al K —spațiului vectorial K [X].

13. Arătați că mulțimile

(a) C° [a,b] = {f\ f  : [a, 6] -+ R, /  -  continuă} ,

(b) C k [a,b] =  { / | /  : [a, 6] —> R, f ^  — continuă] , pentru k G N*,

(c) C°° [a,b] = { f\ f  : [a,b] —> ~R, f  ~  indefinit derivabilă} , 
sunt subspații vectoriale ale R —spațiului vectorial Rla,bk în plus

C°[a,6] D C 1 [a,6] D ■ ■ ■ 3  Ck [a,b] D - • • D C°° [a, 6]

14. Fie V un K — spațiu vectorial și 5  o submulțime a lui V. Arătați că intersecția 
tuturor subspațiilor vectoriale ale lui V  care includ pe S  este un subspațiu vectorial. 
Acest subspațiu vectorial se numește subspațiu vectorial generat de S  și este notat 
prin < S > . Subspațiul vectorial generat de mulțimea vidă este subspațiul nul.

15. Fie V  un K — spațiu vectorial și S o submulțime nevidă a sa. Arătați că

(a) S G < S > C  V;

{
n '

^  OiXi | O; G K, rr, G S, n G N* * 
i=i ,

(c) < S > este cel mai mic subspațiu vectorial, în raport cu incluziunea, care 
conține pe S\
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16. Arătați că dacă x E N  atunci

< {1} > =  {ax | a E K }

17. Arătați că dacă S  =  { ii, ...,xm } atunci 

{ m  '
J ^  aiXi | a, e  K  ► 
»=i ,

18. Arătați că dacă U este subspațiu vectorial al lui V  atunci

< U > = U

în particular

< {Ov} > =  {0v } , < V > = V , < < 5 >  > = <  S >

19. Arătați că
5i C 52 ^  < 5j > C < 52 >

în particular dacă U este subspațiu vectorial al lui V și 5  C U atunci < S > E U.

20. Dacă f  E £  (U, V ) atunci f  (Ou) =  0 v §i /  (~ x ) =  ~ f  (I ) oricare ar fi r  6 U.

21. Fie / ^  o mulțime oarecare. Considerăm produsul direct

K 7 =  { / | / : / - K }

i E I  fixat și
^ : K ' - K ,  W ( /)  =  / ( i )

pentru orice f  E K z . Arătați că <pi este o funcțională liniară pentru fiecare i. 
Aplicația (pi se numește proiecție canonică.

22. Arătați că T r : M„ [K] —► K, definită prin

T r ((a ij)) =  du +  ... +  ann

este o funcțională liniară. Tr  (A ), pentru A E Mn[K] , se numește urma matricei 
A.
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23. Arătați că D : K  [X] —> K  [X], definită prin

D (f)  = f ,  V / e K |X ]

unde f '  înseamnă derivata polinomului f ,  este un endomorfism.

24. Arătați că aplicația I  : C° [a, b] -^ CQ [a, b], unde I  ( /)  : [a, 6] -> R  este dată prin 
relația

X

= /  f ( t ) d t ,  v / e C ° M

este un endomorfism al spațiului C° [a, b].

25. Arătați că în K  -spațiul vectorial K  mulțimea B =  {1} este bază.

26. Arătați că în K  -spațiul vectorial K n , unde n  6 N*, o bază (numită baza canonică) 
este B =  {e^ ...,en } , în care ê  =  (^j, ...,<5jn ) pentru i € Nn , iar bij este simbolul 
lui Kronecker {b^ =  0 pentru i ^  j, și ba =  1 pentru orice i ).

27. Arătați că în K  -spațiul vectorial K n [X], unde n € N*, o bază (numită baza 
canonică) este mulțimea B  =  {1, X , ..., X n } .

28. Arătați că în K -spațiul vectorial K [X] o bază (numită baza canonică) este mulțimea

B = {1,X ,...,X ",...}

29. Arătați că în K -spațiul vectorial M m x n  [K] o bază (numită baza canonică) este

B  = {Eij \ i e N m A j e  Nn }

unde Eij € M m x n  [K] este matricea cu toate elementele nule cu excepția elementului 
din linia i, coloana j  care este egal cu 1.

30. Arătați că:

(a) dimK K n  =  n, pentru orice n 6 N*;

(b) dimK K n  [X] =  n +  1, pentru orice n 6 N;

(c) dimx Mmxn [K] = m ■ n, pentru orice m ,n  E N*;

(d) dimK K [X] =  oo;
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(e) dimR  Cn  [a, b] = oo oricare ar fi n E N;

(f) dimR. C°° [a, b] = oo.

31. Arătați că mulțimea S  = { ( i n ) ^  C ^ }  ’ a  tuturor șirurilor de numere din corpul 
K  este K-spațiu vectorial față de operațiile definite prin

( a ) ( I n ) n £ N  +  ( l/n )n gN  =  ( ^  +  ^rOneN ?'

(b) A 0 n )n e N  =  (A^n)n e N , pentru oricare (sn )n e N  € S, (yn )n 6 N  6 S și A 6 K. 
Cercetați submulțimile formate din șirurile:

i. convergente;

ii. fundamentale;

iii. convergente către 0;

iv. mărginite;

v. convergente către 1.

32. Fie V  un spațiu vectorial real. Pe V  x V  definim operațiile:

(a) (111,112) +  («1,^2) =  (« i+ ^ ,« 2  + ^2), pentru orice (111,112) §i (^1,^2) din 
V  x V;

(b) (a + ib) • (u,v) = (au — bv, av + bu), pentru orice a + i f c g C ș i  (u,v) E 
€ V  x V. Arătați că V x V este un spațiu vectorial complex. Acest spațiu 
vectorial se numește complexificatul lui V și se notează de obicei prin CV.

33. Cercetați dacă sunt subspații vectoriale ale lui K3 [X] :

(a) { p e K ,|X ]  |p ( l ) = O J , 

(b) ( p e K 3 |X] |p '( l )  =  0 ), 

(c) { p e K slX ) |p ( l ) = 2 } ,

(d) {p e  K3 f f l  | 2p(l) +  3p(2) +  W  (0) =  0}.

34. Verificați dacă sunt subspații vectoriale ale lui M „x m  [R] :

6 M3X2 [R.] | a -j- d — b -\- c
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( b  ̂ { \  & j  e  M 2 [R] | b =  c, b +  d =  i >.

35. Arătați că mulțimile

x  =  {(zb S2,o,o,o) E R 5 } și y  =  {(0,0,13,14,15) e  R 5 }

sunt subspații vectoriale ale lui R 5 și că X  ® y  =  R 5 .

36. Arătați că mulțimile

X =  {p  =  a  + bX | a,b E R} și Y  = {p = cX 2 | c € R} 

sunt subspații vectoriale ale lui R2 [X] și că X ® Y  = R 2 [X].

37. Fie V  un K -spațiu vectorial și x ,y ,z  E V, vectori liniar-independenți. Cercetați, 
în funcție de A 6 R, dependența liniară a vectorilor

vj =  2x + 3y + 4z
< v2 =  —x + 2y + Xz 

t>3 =  3x — 2y — 5z

38. Completați mulțimea {(1,2,3), (2,3,1)} C R 3 până la o bază a lui R 3 .

39. Cercetați dacă vectorul v € V este combinație liniară a vectorilor fi și v2 din V în 
cazurile:

(a) V = R 3 , v =  (1,5,9), vj =  (1,1,0) și f 2 = (2 ,-1 ,3 );

(b) V  =  R [X ], f  =  1 +  X + X 2 , vi =  1 -  X și v2 =  1 -  X +  X 2 ;

(c) V  =  M 2 x 3 [R],

/  1 2 0 \  /  0 0 2 \  /  1 2 -1
« =  =  Și V2 =\  2 3 1 /  ( 3 1 4 /  y —4 1 —7

40. Cercetați dependența liniară a mulțimii de vectori A  din spațiul vectorial C°° (R ) , 
unde:

(a) A =  { l ,z ,z 2 };

(b) >1 =  {1, cos2i, cos2 x} ;
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(c) A = {ex ,e ^ c o sh i} ;

(d) A = {ex , xex , x 2ex } .

41. Determinați coordonatele vectorului v 6 V  în raport cu baza B :

(a) U =  (2 ,3 )6 R 2 , B =  {(1,5),(2,2)};

(b) v =  1 +  X  -  3X2 e  R 2 [X], B  =  {2,1 + X ,X  + X 2 } ;

/  2 3 \
H » =  e M 2[R],\  4 5 /

42. Determinați pe A £ R  astfel încât

< {(1,0,3),(0,1,1)} > = <  {(1,1,4), (1, A, 1)} >

43. Fie V un K -spațiu vectorial finit-dimensional, S  C V  o submulțime finită de vec­
tori și v 6 V. Cercetați liniar-dependența lui S, determinați o bază E  a subspațiului 
generat de S, completați mulțimea E  până la o bază B a lui V și determinați co­
ordonatele vectorului v în raport cu baza B  în următoarele cazuri:

(a) V =  R 3 ,
S =  {(1,1,2), (1,1,3), (1,1,1)}

^ =  (0 ,2 ,-3 );

(b) V =  FU PC],
S =  {1 + X ,2 + X,3 + X ,X 2 - ! }

r  =  (l + X)2 ;

(c) V =  M 2 [R],
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44. Determinați o bază în subspațiul vectorial 17 C V  în următoarele cazuri:

(a) C /= { p e R 3 [X] |p ( l )  =  0} ,V  =  R 3 [X];

(b) U = {x = (xi, x2 , 13) | ^! +  x 2 +  13 =  0} , V =  R 3 ;

0 
b

e M 2 [R] | 3a + 2b =  0 , V  =  M 2 [R]

45. Calculați câte o bază pentru suma și intersecția subspațiilor 17 și IV ale lui R 3 ,
generate de vectorii

U i = (0,4,1), u2 =  (1,0, - 2 ) ,  u3 = (1,0,3)

și respectiv

W l =  (1,2,1), w2 =  (2,3,1), w3 =  (3,1,1)

46. Fie 4  C M 2X3 [R],

A =
x y 0
0 a b

\ x + y = a + b, x ,y ,a ,b  € ~R

Arătați că A este subspațiu și determinați o bază a sa.

47. Determinați coordonatele vectorului v 6 V în raport cu baza B = =  {vj, ...,vn } în
cazurile:

(a) V =  R 4 , v = (3 ,-5 ,1 ,2 ) și

vi =  (0 ,1 ,1 ,1) 

^2 =  (1 ,0 ,1 ,1) 
v3 =  (1 ,1 ,1 ,0)

(b) V  = R 2 [X], v =  1 + 2X + 3X2 și

Vi — 1 +  X 

^2 =  (1 +  -^)

V3 - 1

1̂ = ,^2 =

Și
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48. Fie f  : R 3 —> R 3 definită prin

f  (x) — (xi *̂ 2 4" 3:3, *̂ i *̂ 2 4~ X3, 3TJ X2 4~ 373)

pentru  orice (11,1213:3) 6  R 3 . A rătați că f  este aplicație liniară,calculați k e r /  și 

determ inați o bază a  sa.

49. A rătați că endomorfismul /  €  £  ( V ) , care verifică proprietatea

/ 2 - /  +  l v  =  0

unde V  este un spațiu  vectorial oarecare, este inversabil.

50. Verificați dacă aplicația /  : R 3 —+ R 3 ,

f  (^li ^2i ^3) — (^1 4" ®2 2X3, 3̂ 2, 3̂1 X3)

pentru orice (x i ,x 2 ,X3) £ R 3 , este bijectivă.

51. Considerăm aplicațiile:

(a) R 2 R 3 ,

(x j, X2) —► (xi +  2x2, —X1 — 3X2, 2X] — x2 )

pentru  orice (xi,X2) din R 2 ;

(b) R 2 — R 2 ,

(x i ,x 2 ) —* (xi +  2X2 ,2 XI -  x 2 )

pentru orice (xi, X2) din R 2 ;

(c) M 2 X 3 [R] -  M 3 X 2 [R ],

A  A 1

pentru orice A  G M 2 x 3 [R] ;

(d) R 2 [ X ] - R 2 [ X ] ,

p ^ p '

pentru orice p  € R2 [X ];

(e) M 2 x 3  [R] — R<2 W  ,

(«11 4“ «12 4- «13) 4- (<121 4" «22 +  a 23) A
«21 «22 «23 /

pentru  orice f  ”  12 M 2X3 [R ];

\  «21 «22 «23 /
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(f) R 2 — R i [X],
( l l , l 2 )  ~ * 1 1  +  ^ 2 ^

pentru orice (11,12) din R 2 ;

(g) M 2 [ R ] ^ R 4 ,

(
«11 «12  |  / X

I — * (« 1 1 , «12 , «21 , a 22) 
«21 0*22 /

(
«11 «12 A

«21 «22 /

(h) R 2 -  R , [X],
( i b  x2) —* 2X1X2 4- x 2X

pentru orice ( i i , i 2 ) din R 2 . Studiați liniaritatea injectivitatea și surjectivi- 
tatea acestor aplicații. Pentru aplicațiile liniare determi-nați nucleul, imag­
inea, defectul și rangul fiecăreia. Determinați matricea fiecărei aplicații liniare 
în raport cu bazele canonice din spațiile care constituie domeniul de definiție 
și respectiv domeniul de valori al aplicației respective.

52. Determinați matricea, în raport cu bazele canonice, pentru f  E C (U, V) în cazurile:

(a) / G £ (R 2,C 3) ,
f ( ^  = (ix],ix2 ,ix 3)

pentru orice x = (x1 ,x 2 ,x 3 ) € R 3 ;

(b) f  E 1  (M2 [K]) , f  (A) =  ^ j  pentru orice A G M2 [K].

53. Fie
B =  {(1,2,3), (2,3,1), (0,0,1)}

o bază în R 3 și endomorfismele fi pentru care matricele în baza canonică E  sunt:

/1 un

Determinați matricele W )  W )
B ’ B

2 1 5
3 2 4

 ̂ 5 6 2 y

W )
E

 ̂ 0 0 3 ^

2 2 1
4 5 6 y
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54. Arătați că endomorfismul f  E £  (R 2) , căruia îi corespunde matricea ( ) în
\ 1 3 /

raport cu baza canonică a lui R 2 , este inversabil și determinați inversul său.

55. Determinați compunerea aplicațiilor liniare

/  : R 2 —> R2 [X], f  (21,22) =  2 Î +  22X +  (21 +  22 ) X 2

pentru orice (2^22) € R 2 , și

5 : R2 [X] -» R 3 , g (yx + y2X  +  y3X 2) =  (yi,y2 , y3)

pentru orice y  ̂+ y2X  4- ysX 2 E R 2 [X], folosind matricele asociate acestor aplicații 
liniare în raport cu bazele canonice.

56. Verificați dacă endomorfismele f i E £  (R 3 ) , pentru care

0

1

0

27 18 27

-2 1 -1 4 -2 1

-1 2 - 8 -1 2

unde E  este baza canonică a lui R 3 , simt proiecții.

57. Verificați dacă endomorfismul f  E £  (R 3) , pentru care

/  (£) 
E 0 0 1

unde E  este baza canonică a lui R 3 , este nilpotent.

58. Determinați o bază canonică pentru endomorfismul nilpotent f  E £  (R 3 ) a cărui 
matrice în raport cu baza canonică a spațiului R 3 este

(b) A 2 =

1

o

1

1

o

1

- 1

o

- 1

1

1 

o

0

0

1

- 1

- 1
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Spații euclidiene

4.1 Exerciții rezolvate
1. Fie V un K-spațiu vectorial euclidian. Atunci au loc următoarele relații:

(a) < x, Xy >= X < x ,y  >, Vx, y 6 V  A A G K;

(b) < x ,y  + z >=< x, y > + < x, z >, Vx, y, z G V;

(c) < x, Ov > = <  Oy, £ > =  0, Vx G V.
Rezolvare: a) < x, Xy >= < Xy, x > = X < y ,x  > — X< y ,x  > = 
= X < x ,y > .
b) < x ,y  + z >= < y + z ,x  > = < y ,x  > + < z ,x  > = < y ,x  > + < z ,x  > = 
=< x ,y  > + < x ,z  > .
c)< x,0v > = <  x,0 • x > — 0- < x,x > =  0 și analog < 0 v ,i  > = <  0 • x ,x  > = 
=  0- < x, x > =  0.

2. Expresia
n

< x ,y > =  ^ X i y î
i = l

pentru orice x = (x j,...,x n ) G K n  și y =  (y\,...,yn ) G K n , definește un produs 
scalar în K-spațiul vectorial K n  pe care îl vom numi produsul scalar uzual.
Rezolvare: Fie x =  (x i,..., xn ) , y = (y i,..., yn ) , z =  (z i,..., zn ) trei vectori arbitrari 
din K" și A un număr oarecare. Avem:

a)

52
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b)
n n n

< x + z ,y  > = 'Ș 2 (x i + Zi)yl = ^ x ^ +  ^2ziy~i =< x ,y >  + < z ,y  > 
i=l i=l £=1

C)

< X x,y> =  ^ X x ^ i  = X ^ X i y l  = X < x ,y > 
i=l i=l

d) 
n n

< X , X > =  ̂ X i X l  = ^ \ X i \ 2 >  O 

1=1 j=l

dacă x  este diferit de vectorul nul. Am verificat astfel toate axiomele produsului 
scalar.

3. Calculați produsul scalar al vectorilor a =  (2,1 + i, —3€) și fc =  (—5€, 2,0) din 
spațiul euclidian C3 , folosind produsul scalar uzual.
Rezolvare: Avem

< a ,b > = 2 -  (—5z) +  (1 +  i) • 2 +  (-3€) • 0 =  2 + 12€

4. Calculați norma euclidiană (generată de produsul scalar uzual) din C3 pentru vec­
torul a =  (2,1 +  €, —3€) din C 3 .
Rezolvare: Avem

||a|| =  I/|2|̂ H7Z?F+H3̂  =  V4 + 2 +  9 =  715

5. Calculați distanța euclidiană (generată de norma euclidiană) dintre punctele x = 
(1,2,3,4) și y =  (2,1,0,7) din R 4 .
Rezolvare: Avem

d (x, y) =  ^ (1  -  2)2 + (2 -  l)2 + (3 -  O)2 +  (4 -  7)2 =  V^O

6. Arătați că vectorii x =  (1,2,3) și y =  (2 ,5 ,—4) din R 3 simt ortogonali față de 
produsul scalar uzual.
Rezolvare: Avem

< r ,y  > =  1 - 2 +  2 ■ 5 +  3 • (-4 ) =  2 +  10 -  12 =  0
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7. Arătați că mulțimile de vectori

A = {(t, 2t, 31) \ t  E R} și B = {(2s +  3p, —s, —p) \ s,p E R}

din R 3sunt ortogonale în raport cu produsul scalar uzual.
Rezolvare: Intr-adevăr, pentru orice x  =  (t,2£,3t) din A și y = (2s 4- 3p, —s, —p) 
din B avem

< x ,y  > = t (2s 4- 3p) — 2ts — 3tp =  0

8. Calculați lungimea și versorul vectorului T =  (1,1,2) din R 3 înzestrat cu produsul 
scalar uzual.
Rezolvare: Limgimea lui x  este

|7 || =  y/< x ,x  > = A/1 2 4- l 2 4- 22 =  V6

iar versorul lui x este vectorul

“ “ M 1 -  ^ (1,1,2)

9. în R 3 înzestrat cu produsul scalar uzual, calculați proiecția vectorului x =  (1,1,2) 
pe vectorul y — (2, 3, 2) .
Rezolvare: Proiecția lui x pe y este

< x, y > 
pr.y x = ----- :—  • y =

< y, y >
1-2 + 1 -3 4 -2 -2

22 + 32 + 22

9
(2,3,2) =  - ( 2 ,3 ,2 )  = 18 27 18\

17’ 17’ 17/

10. în R 3 , înzestrat cu produsul scalar uzual, calculați unghiul 6 dintre vectorii x = 
= (1,2,3) și y = (4,5,6).
Rezolvare: Unghiul 6 dintre vectorii x și y este dat de relația

< x ,y >  _  1 -4  +  2 -5  +  3-6  _  32 _  16722
1711 ■ 1711 "  7 1 2 + 22 + 32 • 7 4 2 + 52 + 62 ”  7 1 4 + 7  ~  77

11. Ortogonalizați mulțimea formată din vectorii Vi =  (1,1,1), v2 =  (1,2,1) și u3 = 
= (1,1,2) din R 3 înzestrat cu produsul scalar uzual.
Rezolvare: Notăm ŵ  = v^. Calculăm

< v 2,w l w2 = v2 -  pr.W lv2 = v2 --------------
<  W 1 ;  W!

w1 =  ^ ( - l , 2 , - l )
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și apoi

< V 3 , W ! >  < V 3 ,W2 >
w 3  =  «3 -  pr-unVs ~  pr.^v^  =  f  3 ----------------------- ™i---------------------- — ^ 2  =

< W b W i >  < w 2 ,w 2 >

=  5 (-1 .0 ,1 )

Am obținut mulțimea ortogonală {w],w2 , w3} , unde

' ™i =  (1,1,1)

* w2 =  ( -1 /3 ,2 /3 ,-1 /3 ) 
w3 =  (-1 /2 ,0 ,1 /2 )

Deoarece matricea componentelor setului de vectori {vi,v2 ,v3} este

A =
/  1 1

1 2
1
1

V1 1 V
și det A = 1 / 0  rezultă că E  = { « i ,^ ,^ }  este o bază în R 3 . în consecință F = 
=  {wi,w2 ,w3} va fi o bază ortogonală a lui R 3 . Vom ”norma” vectorii Wi, adică 
vom calcula versorii Ui =  ir-jiW;. Avem

HM =

M2  -

r  V2 13, I W  =  — , ||w3 || =  —  și U1 =  —  (1,1,1),
V  O

^ ( - l , 2 , - l ) , u 3 =  ^ ( - l , 0 , l )
vo  v 2

și am obținut baza ortonormată G =  {ui,u2 ,« 3 } a lui R 3 .

12. Determinați forma generală a unei aplicații liniare f  E C (K n , K ) , spațiul euclidian 
K n  fiind înzestrat cu produsul scalar uzual.
Rezolvare: Conform teoremei lui Riesz, lui /  îi corespunde un element, unic deter­
minat, y = (yi, ■■■,yn ) din K ” astfel încât

/  (1) = <  x, y >= x ^  -I----- 1- x n yn

Notăm li = yi, pentru fiecare i, și obținem

f  (x) — zUi +  ••■ +  x n ln

pentru orice x = (xj, ...,xn ) din K n , Zi,..., ln  fiind elemente din K fixate, depinzând 
de f .
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13. în C2 considerăm produsul scalar uzual. Verificați că endomorfismul p E C (C2) 
definit prin

</?(2I , Z2 ) =  (^1 +  ( i - i ) ^  (1  + 0  *1 - 3 2 2 )

pentru orice (^ , z2 ) € C2 este hermitian.
Rezolvare: Intr-adevăr, notînd z = (z-^z-z) > avem

< pz, z >= [zi +  (1 -  z) Z2] • ZÎ +  [(1 + î) 21 -  3z2] • Zi = 

=  k l |2 +  (1 — 0  22 • 2i +  (1 +  z) Zi • Z2 — 3 |z2 |

Avem m  =  |zi|2 € R  și n =  |z2 |2 G R  evident. Numărul p =  (1 — z)z2 • zî+ 

+ (1 + i) z^-zi are proprietatea că p =  (1 +  z) zi • 21 +  (1 — z) zî • z2 =  p, deci p 6 R. 
Așadar < pz, z >= m + p — 3n E R  și deci p  este hermitian.

14. Fie V un spațiu euclidian real. Arătați că transformările ortogonale ale lui V  sunt 
izometrii.
Rezolvare: într-adevăr, dacă r E £  (V) este o transformare ortogonală atunci 
||rv|| =  =  ||v|| pentru orice v € V  și în consecință

d (rx, ry) =  | |n  -  ry\\ = ||r (x -  p) || =  ||x -  y\\ = d (x, y)

pentru orice x ,y  E V .

4.2 Exerciții propuse

1. Arătați că funcția < . > : V  x V  —> K definește un produs scalar pe K  -spațiul 
vectorial V  :

(a) V  =  R 2 [X ],K  =  R,

< P , ? > = M O +  PI ? I +P2?2 (4.1)

pentru orice p =  po + P\X + p^X2 și q = qo + q^X + q2X2 din R2 [X];

(b) V  =  R 2 [X ],K  =  R,

< P ,q> = P  (0) 9 (0) + p (1) g (1) + p (2) q (2) (4.2)

pentru orice p și q din R 2 [X];
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(c) V  =  R2[X ],K  =  R, 
< p ,q > =  [  p ^ ) q ^ ) d t  (4.3)

pentru orice p și q din R2 [X];

(d) V  =  C2 ,K  =  C,
< Z,W >= ZyWi + Z2W2 (4.4)

pentru orice z =  (zb ^ )  și w =  (wj, w2 ) din C2;

(e) V  =  C2 ,K  =  C,

< z,w  >= 2ziWi — iZ]W2 + iz2Wi + z2w2 (4.5)

pentru orice z =  (21,22) și w =  (wi,w2) din C2 ;

(f) V  =  M m x n [R ],K = R ,

< A, B > = T r . (A l B) (4.6)

pentru orice A și B  din M m x n  [R];

(g) V = C°[O, I],K = R ,
< x ,y > =  f  x ( t ) y ( t )d t  (4.7)

pentru orice x și y din C° [0,1].

2. Calculați unghiul dintre polinoamele p =  1 +  X + X 2 și q =  1+ + X 2 din R2 [X] 
înzestrat cu produsele scalare: 4.1,4.2 și respectiv 4.3 . Corespunzător fiecărui 
produs scalar calculați proiecția lui p pe q.

3. Determinați o bază ortonormată a spațiului R 2 [X], înzestrat cu produsele scalare 
4.1,4.2 și respectiv 4.3, aplicând procedeul Gram-Schmidt bazei {1,1 + X, 1 +  X + X 2 } .

4. Determinați o bază ortonormată a subspațiului generat de vectorii (1,1,1,0), (0,1,2,3) 
și (0,0,2,3) din R 4 înzestrat cu produsul scalar uzual.

5. Determinați pe M ^  în R 3 înzestrat cu produsul scalar uzual, pentru

M = <  ( l ,0 , l ) , ( - l , 2 , l ) , ( l , 2 ,3 ) >

și scrieți descompunerea lui x  =  (2,8,8) în suma a două elemente din M  și respectiv
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6. în C° [0,1] înzestrat cu produsul scalar 4.7, ortogonalizați mulțimea de funcții 
{1,M 2 ,*3}-

7. Determinați adjuncta transformării liniare f  E  C  (U, V ) , unde U  și V  sunt K 
-spații vectoriale euclidiene:

(a) U =  V  =  R 2 ,K  =  R, / ( x i ,x 2) =  (2xi 4- 3x2 ,4x2) pentru orice (xi,X2) din 
R 2 înzestrat cu produsul scalar uzual;

(b) U = R 2 , V  =  R 3 , K  =  R , /  (xb  x2 ) =  (2xi 4- 3x2) 4x2 , i i  — x2) pentru orice
(xi,x2) din R 2 , R 2 și R 3 fiind înzestrate cu

(c) U  =  V  =  C2 , K  =  C, /  are matricea |

produsul scalar uzual;

I în raport cu baza canomca 
2 /

a lui C 2 înzestrat cu produsul scalar uzual;

(d) U  =  V  =  Rg [X], K  =  R  f  ( p )  =  p '  +  2 p  pentru orice p  din R2 [X] înzestrat 
cu produsele scalare 4.1,4.2 și respectiv 4.3.

8. Arătați că endomorfismul /  G £  (R3 ) este hermitian, știind că matricea lui f  în ra-

port cu baza canonică a lui R 3 , înzestrat cu produsul scalar uzual, este -1 2
7

7
3

9.

10.

11.

în R 3 considerăm produsul scalar uzual. Arătați că endomorfismul /  G £  (R3) , 
definit prin

,  , > /  X1 +  X2  X] — X3

\  v V "
pentru orice (x!,x2 ,x 3 ) R 3 , este unitar.

în R 2 considerăm produsul scalar uzual. Arătați că endomorfismul /  G £  (R2) , care 

are matricea j j în raport cu baza E  =  =  {(1,0), (1,1)} , este hermitian.
\  2 3 /

Calculați adjunctele endomorfismelor f . , g , h  G £ (C 3 ) definite prin

,  / '  /  X i +  x 2  +  x 3 \

5 ( 1 )  =  (2x1 +  x 2  +  X 3 ,X }  4- ÎX 2  4- X 3 ,X 1  +  x 2  +  i x 3 )

h { x )  =  ( x i  +  i l 2 , X 2  +  iX 3 ,X 3  +  i x i )

pentru orice x =  (xi,x2 ,x 3) din C 3 înzestrat cu produsul scalar uzual.
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12. Arătați că funcția f  : R 3 —> R 3 definită prin

f  (x) =  ( - z 2 +  1, zi +  2, - x 3 +  3)

pentru orice x = (xi,X2,Xa) din R 3 înzestrat cu produsul scalar uzual, este o 
izometrie. Descompuneți această izometrie în produsul dintre o translație și o 
transformare ortogonală.
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Capitolul 5

Valori și vectori proprii

5.1 E xerciții propuse

i. Verificați că A =  3 este valoare proprie, iar X = este vector propriu al

matricei >1 -

Rezolvare: într-adevăr,

2. Determinați valorile proprii și vectorii proprii pentru matricea

A = e M 2 [R]

Rezolvare: Polinomul caracteristic al matricei A este

PA (A) =
3 - A

5
4

2 - A
=  A2 -  5A -  14

Ecuația caracteristică a matricei A este

A2 -  5A -  14 = 0 ; A e R

Rezolvând ecuația caracteristică obținem soluțiile: Ai = —2 și A2 =  7, deci spec­
trul matricei A  este a (A) =  {—2,7} .Pentru a găsi vectorii proprii ai matricei A 
corespunzători valorii proprii A =  —2 trebuie să rezolvăm sistemul

(4  +  2/) X =  O ; X € M2X 1 [R]

60

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra ai ecuații diferențiale 61

adică

sau, scalar,

5xi +  4x2 =  O ; Xi, x2  6  R

Rezolvând obținem: Xi =  4t, x2 =  —5t, pentru orice t € R ; deci m ulțim ea vectorilor 

proprii care corespund valorii proprii A =  —2 este

Vectorii proprii ai matricei A  corespunzători valorii proprii A =  7 se obțin rezolvând 

sistemul

adică

sau, scalar,
x j  — x 2  — 0  ; ^ i , ^-2 £  R

Soluția sistemului este: Xi =  x2 =  t, pentru orice t G R ; deci m ulțim ea vectorilor 

proprii care corespund valorii proprii A =  7 este

D eterm inați polinomul caracteristic al matricei A, calculați A ' 1 și X2 folosind con­

secințe din teorem a Hamilton-Cayley.

Rezolvare: Polinomul caracteristic al matricei A  este

PA (A )=
a n ~  A a 12

a 21 a 22 -  A
— Po +  Pi A +  A2

unde PQ =  a n a 22 — a ^ a ^ ,  Pi =  — (an  +  022) • Conform Teoremei Hamilton-Cayley 
rezultă că

A2 + PIJ4 + PQI  — 0

( A - 7 I ) X  = O ;  X e M 2 x i[R]

a 21 ^22
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din care deducem

A2 =  -p iA  - p 0I  , A (A + p ^ )  - p 0I

deci
A - 1 = - - A - — I 

Po Po
Apoi

A3 =  ~PiA2 -  p0A = (p2 -P o) A + PiPoI

4. Determinați polinomul caracteristic, spectrul și subspațiile proprii ale endomorfîs- 
mului f  € £  (R2) definit prin

/  (zb  z 2 ) =  (2si +  12, Zi + 2z2)

pentru orice (z i,z 2) G R 2 .
Rezolvare: în raport cu baza canonică E  a spațiului vectorial R2 , matricea lui f 
este

E  \  1 2  /

Polinomul caracteristic al endomorfismului f  este tocmai polinomul caracteristic al 
matricei A, adică

Pf  (A) = det (A -  A/) =
2 - A 1

1 2 -  A
=  A2 -  4A + 3

Rezolvând ecuația caracteristică

A2 -  4A +  3 =  0 ; A G R

obținem valorile proprii ale lui /  (și ale lui A): A] =  1 și A2 =  3. Spectrul lui / 
este spectrul lui A, deci ^  =  {1,3}. Pentru a determina subspațiul propriu V^ (/) 
trebuie să rezolvăm sistemul

(A -  1) X  = O ; X  E M 2 [R]

adică
1 1 Zi 0
1 1 ^2 0

1 1  | G M 2 [R] 
^2 J
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sau i j + i j  =  0 ; i i , i 2  £ R ' Obținem, evident, Zi =  f și z2 =  —t, pentru orice 
t e  R. Deci

K , ( / )  =  { (f ,- i)  I t e R }

Pentru a determina subspațiul propriu V\2 ( /)  trebuie să rezolvăm sistemul

(A -  37) X  =  O ; X  G M 2 [R]

adică
/  - 1  1 \  /  zi \  /  0 A /  i i
\  1 - 1  J  \ x =  > e  M 2 R

2 J  \  0 /  \ x 2 )

sau Zi — z 2 =  0 ; Z i,z 2 € R. Obținem, evident, Zi =  f și z2 =  t, pentru orice 
f € R. Deci

^  ( /)  =  {(*, t) I t e R }

5. Cercetați dacă matricea
K 1 0 0

>1= 0 2 0
y - 2  - 2  - i  y

se poate diagonaliza și, în caz afirmativ, diagonalizați-o și calculați ex A .
Rezolvare: Considerăm endomorfismul f  G £ ( R 3) căruia, în baza canonică, îi 
corespunde matricea A. Avem

FA W det (A — Al) =
1 -  A 0

0 2 - A
- 2  - 2

0
0

-1  -  A
=  ( 1 - A ) ( 2 - A ) ( - 1 - A )

Ecuația caracteristică

(1 -  A) (2 -  A) (-1  -  A) =  0 ; A G R

are soluțiile Ai =  1, A2 =  2 și A3 =  —1. Deci valorile proprii ale matricei A (și ale 
endomorfismului / )  simt Ai =  1, A2 =  2 și A3 =  —1. Deoarece toate valorile proprii 
au multiplicitatea egală cu 1 rezultă că toate valorile proprii au dimensiunea geo­
metrică egală cu dimensiunea algebrică, deci endomorfismul f  este diagonalizabil. 
Determinăm subspațiile proprii ale lui f .
Pentru A =  1 rezolvăm sistemul

( A - I ' ) X  = O - X E M3 X 1 [R]

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 64

adică
O O O

O 1 O

- 2  - 2  - 2  ,

Zi

z 2 11,12] ^3 €  R

sau
Z2

—2 ii  — 2x2 ~  2x3

O nX2,x3 E R
O

Obținem soluția Xi =  t, x 2 =  0 și x3 =  —t, pentru orice t €  R , deci

^ , = { ( « , 0 , - 1 )  | t € R }

O bază pentru Vx, este, evident, Ei =  {(1,0, —1)} •

Pentru A =  2 rezolvăm sistemul

( A - 2 Z ) X  =  O ; X  e  M 3 x l  [R]

adică
(  - 1  0

0 0

- 2  - 2

X], X2, x3 6  R

sau
—xj =  0

; .cj,.r2 ,x 3 e
—2x! — 2X2 — 3X3 =  0

Obținem soluția X] =  0, X2 =  3t și x3 =  - 2 t ,  pentru orice t £ R , deci

Vx2 =  { (0 ,3 t ,-2 0  | t e R }

O bază pentru V\2 este, evident, E2 =  {(0,3, —2)} . 

Pentru A =  — 1 rezolvăm sistemul

(A  + I ) X  = ( ) -  X  G M 3 x l [R]

adică

; X],x'2,x3 G R

0
sau

2xi

3X2

- 2 XJ — 2X2

0 ;

0

X j,x 2 ,x 3 6 R
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Obținem soluția Xj = x? = 0 și 13 =  t, pentru orice t G R, deci

VA3 =  {(0,0,t) I t e R }

O bază pentru V\3 este, evident, E3 =  {(0,0,1)} .
Considerăm baza E r =  {(1,0, —1), (0,3, —2), (0,0,1)} obținută prin reunirea bazelor
EY, E2 și E3. Matricea de trecere de la baza canonică F  a lui R 3 la baza E' este

c =
1
0

-1

0
3

- 2

0
0
1

Matricea lui /  în baza E' este A' = 0
0

0
2
0

0
0

-1
. Se poate verifica ușor relația

=  C 1 AC. în final deducem și că

ex A  = C-

1
3

0
0 

e ^ 2

0

0
0 -c-1 = C-

e-

0
0

0
e2x

0

0
0
e~x

• c - 1 =

36*
0 

—3c1 4- 3e"

0
3c21

2 c 1 -  2c2*
0

3 c 1

6. Cercetați dacă matricea

A =
4 6 0

- 3  - 5  0

V “ 3  - 6  1 /
se poate diagonaliza și, în caz afirmativ, diagonalizați-o și calculați Ap , pentru orice
p G N.
Rezolvare: Considerăm endomorfismul /  G £  (R3 ) căruia, în baza canonică, îi 
corespunde matricea A  Avem

PA (A) =  det (A -  A/) =
4 - A

- 3
- 3

6 0
- 5 - A 0

- 6  1 -  A

=  (1 -  A) (A2 +  A — 2)
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Rezolvând ecuația caracteristică

(1 -  A) (A2 +  A -  2) =  0 ; A € R,

obținem valorile proprii Ai =  —2, A2 =  A3 =  1. Deoarece Ai =  —2 este rădăcină 
simplă a ecuației caracteristice rezultă că dimensiunea geometrică a lui Ai coin­
cide cu dimensiunea sa algebrică. Deoarece dimensiunea algebrică a valorii proprii 
A? =  A3 =  1 este 2 rămâne să cercetăm dimensiunea geometrică a acestei valori 
proprii. Avem 

3 6 0
A - I  = - 3 - 6  0

 ̂ - 3  - 6  0 , 
din care deducem ușor că rang.A =  1 și deci multiplicitatea geometrică a valorii 
proprii A =  1 este egală cu 2. Așadar matricea A este diagonalizabilă (respectiv f 
este diagonalizabil). In continuare determinăm subspațiile proprii.
Pentru A =  —2 rezolvăm sistemul

(A + 27)X =  O ; X € M 3 X I [R]

adică

; i i , 2 2 ,2 :3  e  R

sau
6x1

—3x]
-3 r i

+ 6 x 2  —  0

—3X2 =  0 ; ZI ,Z2,2:3€R
- 6 T2 +3 I 3 =  0

Obținem soluția: Xi = t, X2 = x3 = —t, pentru orice t € R. Deci

K 1 ( /)  =  { ( t , - t , - i )  11 e  R}

din care deducem ușor că Ei =  {(1, —1, —1)} este o bază a lui VA, (/) •
Pentru A2 =  A3 =  1 avem de rezolvat sistemul

(A -Z )X  =  O ; X e M 3 X I [R]

adică
f  3

- 3

V 3

6
- 6
- 6

0
0

°/

^1

1 2 

\xd
j i i ,  £ 2 , x 3  E  R
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sau
3xi 4- 6X2 =  O ; x i,x 2 ,x 3 e  R

din care obținem soluția: i ]  = 2t,x 2 = —t și x 3 = s, pentru orice t și s din R. 
Deci

VX 2 ( f)  = { (2 t ,- t ,s )  | t , s € R }

din care deducem că
E 2 = { (2 ,-1 ,0 ), (0,0,1)}

este o bază a lui V\2 ( / ) .  Baza față de care matricea lui f  are formă diagonală 
este E 1 =  {(1, —1, —1), (2, —1,0), (0,0,1)}, obținută prin reunirea lui Ei cu E 2 .

Matricea lui f  în raport cu această bază este A' =
- 2

0
0

0
1
0

0
1

. Matricea de

trecere de la baza canonică E  a lui R 3 la baza E' este
2 0 \

C = -1 0
-1

Se poate verifica ușor relația A' = C 1 AC, adică relația de diagonalizare a matricei
A. în final avem Ap  = C (A'}p adică

/  (-2)” 0 0 \

AP = C 0 i o c 1

\  o 0 1

f  ( -2 ) p +  2

(-2 )P -  1
V (-2)P -  1

(-2 )p+1 0
- ( - 2 ) ^ - 1  0
- ( - 2 ) ^  - 2  1 ,

7. Cercetați dacă matricea
2 10
3 7

y - 3  ! 7 /

este jordanizabilă și în caz afirmativ jordanizați-o.
Rezolvare: Pentru aceasta vom cerceta endomorfismul f  € £  (R3 ) căruia îi core­
spunde matricea A în raport cu baza canonică a lui R 3 . Polinomul caracteristic al 
lui / ,  și deci al lui >1, este

PA (A) =
- 4 - A 2

- 4  3 - A
10
7 = - ( A - 2 ) 3

- 3 1 7 - A
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Ecuația caracteristică
-(A  —2)3 =  O ; A e R

are o singură soluție și anume: Ai =  2, multiplă de ordinul mi =  3. 
Cercetăm rangul matricei

/  - 6  2 10 \

A - 2 1 =  - 4  1 7

\  ’ 3 1 5 /
Obținem evident rang. (A — 27) = 2 . Deoarece

n — rang. (A — 21) =  3 — 2 =  1 ^  mi =  3

rezultă că matricea nu este diagonalizabilă.
Avem de determinat subspațiul

Vi = k e r ( / - 2 - l v )3

Matricea care corespunde lui ( /  — 2 • lv )3 în raport cu baza canonică a lui R 3 este

0 0 0
0 0 0

y 0 0 0

din care deducem că g = f —2 \ y  este endomorfism nilpotent de indice 3 și Vj =  R 3 . 
în continuare căutăm o bază canonică pentru endomorfismul nilpotent g. Deoarece 
indicele lui g este 3, este suficient să determinăm un vector ÎQ £ R 3 astfel încât 
g2 (XQ) 7̂  0R 3. Este ușor de văzut că ZQ =  (1,0,0) îndeplinește condiția cerută. 
Intr-adevăr, din

rezultă că g2 (ZQ) =  (—2, — 1, — 1). în aceste condiții deducem că o bază canonică 
pentru g este E' =  ( v i ,^ » ^ ) , unde
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Matricea lui g în această bază este

O
G = O

O

1 O

O 1 

o o ?

deoarece
9 (v i) = 93 ( ^ o )  =  0 R 3 =  0  • Di +  0  • D2 +  0  • v 3

* 9 (^ 2 )  =  Q2 ( ^ 0 )  =  D] =  1 • Dl +  0  ■ D2 +  0  • D3

9 (^ 3 )  =  9 ( ^ 0 )  =  ^2  =  0  ■ Di +  1 • v2 +  0  • D3

Matricea lui f  în baza E' este

1 O \

A' = G + 21 = O 2 1 = J 3 (2)
O 2

și are formă jordaniană. Matricea de trecere de la baza canonică E  a lui R 3 la baza
E' este

- 6  1 
0

Se poate verifica ușor că A' = C 1 AC, adică

8.

2 1 0
0 2 1

k 0 0 2 ^

Cercetați dacă endomorfismul f G £  (R,4 ) definit prin

f  (x) =  (3zi +  x 2 , - 4 i i  -  x2 ,7xi + x2 +  2x3 + x4 , -17xi -  6x2 -  x3)

pentru orice x  =  (xp x2 , x3 , x4 ) £ R 4 este jordanizabil și în caz afirmativ determi­
nați o bază în raport cu care matricea lui f  să aibă formă jordananiană.
Rezolvare: Față de baza canonică E  a lui R 4 matricea lui f  este

/  3 1 0 0 \

0 0
2 1

\  -17  - 6 - 1 0 /
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Polinomul caracteristic al matricei A este

PA (A) =

3 - A  1 0 0
- 4  - l - A  0 0

7 1 2 - A  1
-1 7  - 6  - 1  0 - A

=  (A -  l)4

Ecuația caracteristică
(A -  l)4 =  0 ; A e  R,

are o singură soluție: Ai =  1 multiplă de ordinul mi =  4. Calculăm rangul matricei

2 1 0  0
- 4 - 2  0 0

7 1 1 1
-1 7  - 6  -1  -1

și obținem: rang. (A — I) = 2  < 4 =  m i, din care rezultă că f  nu este diagonali- 
zabil. Deoarece toate valorile proprii sunt în R  și suma multiplicităților lor este 
egală cu dimensiunea lui R 4 rezultă că f  este jordanizabil.
Trebuie să calculăm subspațiul

V ^ k e r ^ - W

Deoarece(>l — I ) 2 este matricea nulă rezultă că. g = f  — 1R < este un endomorfism 
nilpotent de indice p = 2. Vom determina baza canonică pentru acest endomorfism 
nilpotent. Pentru început trebuie să calculăm subspațiile

Ni =  k e rj1 pentru i € {1, 2} și K2 = g (N2)

Pentru a calcula pe N\ =  ker g trebuie să rezolvăm sistemul

£ Mixi [R]

2 1 0 0 \ ' Ti 1 0 \ ' 2i

- 4 - 2  0 0 ^2 0 2 2

7 1 1 1 2 3
0

1
2 3

-17  - 6  -1  -1  } \ 2 4 \ 2 4

în urma rezolvării se obține soluția (a, —2a, b, —5a — b) , pentru orice a și 6 din R, 
deci

N\ =  {(a, —2a, b, —5a — b) \ a,b E R}
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Pentru a calcula pe N2 = ker^2 ținem cont că g2 este endomorfismul nul, deci 
N2 =  R 4 . în continuare rezultă k e rj3 - ker g4 =  R 4 =  Vi.
Pentru a calcula pe K2 ținem cont că

^2 =  {y  e  R 4 I 3 x  e  R 4 y = g(x)}

Aceasta înseamnă că subspațiul K2 este format din toate elementele (î/i, 3/2 j 2/3,3/4) 
din R 4 pentru care sistemul

; Xi, X2, x3 , X4 € R

2i] +12 = y\
—4xi —2X2 = y2

7xi +X2 +x3 +x4 = y^
-17xi —6x2 ^3 ^4 y^

este compatibil. Deducem ușor că sistemul este compatibil numai dacă y2 = —2yi 
și 5yi + ys + yi = 0, din care deducem că

K 2 =  {(a, —2a, 6, —5a — 6) \ a,b E R} =  Ai

Căutăm o bază a lui K?. Luând mai întâi a =  1 și 6 =  0,iar apoi a =  0 și 6 =  1 
obținem baza

cu e2 =  (1 ,-2 ,0 ,-5 )  și e2 =  (0 ,0 ,1 ,-1 ). Acum, conform teoriei, ar trebui să 
completăm această bază până la o bază a lui Ai, dar Ai =  K2 și deci operația se 
poate considera făcută. în continuare căutăm e} € N2 și e  ̂ E N2 astfel încât să 
avem

9 (e i) =  ^  și 5  (62) =  2̂

Pentru aceasta trebuie să considerăm sistemele:

2xi
—4xi

7xi 

. -17xi

+X2
—2X2
+X2
—6X2

+x3 +x4

373 *̂4

- 1
=  - 2
=  0
=  5

5 X 1 ț T2 ț ^ 3  ț *̂ 4 ^  R-

pentru care 0 soluție este (0,1, -1 ,0 ) , și

2xi + x 2 = 0
—4xi —2X2 =  0

4 ! ^ 1 ^ 2 ) ^ 3 i ^ 4  £  R
7xi + x 2 +x3 +x4 =  1

. -17xi -6 x 2 x3 —x4 -1
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pentru care o soluție este (1 ,-2 ,0 ,-5 ) .  Deci putem lua

e} =  (0,1, —1,0) și ê  =  (1, —2,0, —5)

Am obținut tabloul de vectori

Baza canonică a lui g este
E ' =  { e i .e î - 4 4 }

Deoarece
' 9 (4 ) =  92 (e}) =  0

< 9 ^ )  = e2

9 (4 ) =  92 (4 ) = 0

. 9 (4 ) =  4

rezultă că matricea lui g în baza E' este

/  0 1 0 0
0 0 0 0

G =
0 0 0 1

\  0 0 0 0

Matricea lui f  în raport cu baza E' va fi (deoarece /  =  ,g+ 1R4 )

1 0 0 \
1 0 0
0 1 1
0 0 1 ;

Matricea de trecere de la baza E  a lui R.4 la baza E' este

C =

/  1 o

-2  1
0 -1

0 1 >

0 - 2
1 0

\  —5 0 - 1  - 5  /

Se poate verifica printr-un calcul simplu că. A' = C 2 AC.
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5.2 Exerciții propuse

1. Găsiți valorile proprii și vectorii proprii pentru matricele:

2 1 \

0 3
- 3  0

2. Valorile proprii ale matricei A fiind cunoscute determinați valorile proprii ale ma- 
tricelor A - 1  și A 2 .

3. Dacă polinomul caracteristic al matricei >4 E Mn [K] este F  (A) găsiți determinantul 
matricei f  (A ) , unde

f  = b0 ( X ~ ^ ) - - - ( X - ^

este un polinom.
Indicație: Avem

/(A ) =  M ^ - M - - - G 4 - 6 n i )

Deci

det /  (A) =  b” • det (A -  £iZ) • ■ • • det (A -  ^ 7 )  = b  ̂■ F  ^  ■ ■ ■ F  (U )

4. Dacă polinomul caracteristic al matricei A G M JK ] este

F(A) =  (A1 - A ) . - ( A n -A )

atunci determinantul matricei f  (A) , unde

f  = b0 ( X - ^ - - - ( X - ^ m )

este
d e t/0 1 )  =  /(* ,)•■  - / (A J
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5. Valorile proprii ale matricei J4 € M„ [K] fiind cunoscute găsiți valorile proprii ale 
matricei f  (A ) , /  fiind un polinom.
Indicație: Notăm

9{x) = f  (2) -  A

Conform exercițiului precedent avem

det ( /  (A) -  A/) =  det5 (A) =  g (AJ ---g  (An ) =  ( /  (AJ -  A) • • • ( /  (An ) -  A)

din care deducem că ecuația caracteristică

det ( / ( ^  -  A/) =  0 ; A e  K

are soluțiile: Â  =  /  (Aj ) ,- • - ,  A'n  =  /  (Are) .

6. Arătați că vectorii proprii ai matricei A  € M„ [K] sunt și vectori proprii ai matricei 
f  (A ), f  fiind un polinom.
Indicație: Fie

f  — OQ -\- d\X. + • • • + am X m

unde a» 6 K  pentru i G {1, ...,m} și V  un vector propriu al matricei A corespimzător 
valorii proprii A. Avem

IV  = V dQ

AV = AV «1

A2V = A2V 0-2

Am V = Am V d-m

După ce înmulțim cu OQ, a^, 02, • ••, «m, așa cum am indicat în tabloul de mai sus, și 
adunăm toate relațiile obținem

f ( A ) V  = f ( A ) V

din care deducem că V  este vector propriu al matricei /  (A) corespunzător valorii 
proprii /  (A).

7. Reduceți la forma Jordan matricele:

16

-7

-8

16

-6

- 7 /

3 0

3 -1

-2 0

8

6

- 5 ;

-4 2 10

-4 3 7
k ~ 3 1 7 /
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/  3 1 O O \ /  1 2 3 4 \ 

0 1 2  3 
0 0 1 2 

^ 0 0 0 1 ;

8. Determinați polinomul caracteristic, spectrul și subspațiile proprii asociate pentru 
fiecare dintre endomorfismele de mai jos:

(a) f  G £ ( R 3) a cărui matrice în baza canonică E  a lui R 3 este

- 2  A

(b) /  6 £  (C2 ) a cărui matrice în baza canonică E  a lui C2 este

f E  _  I 3 + i - 1 
£  \  2z 1 -  z

(c) f  E £  (R4 ) definit prin

f  (X ) =  (^l + X 2 + X3 + X4, X] + X2 — £3 ~ ^4,

, r j  — x2 4“ X3 — X4, X\ — X2 — X3 — X4)

pentru orice x =  (xj, x2 , ^3,x4) G R 4 ;

(d) /  G £  (R4 ) a cărui matrice în baza canonică E  a lui R 4 este

/  1 1 2 3 \
f_ E _  0 2 2 4
E  ~  0 0 1 - 2

\  0 0 0 2 /

(e) /  € £  (R2 [X]) definit prin

7(p) =  2p +  ( X + l) p '

pentru orice p G R2 [X];

(f) /  G £  (R 2 [X]) definit prin

f  (p) = P'

pentru orice p G R 2 [X];
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(g) f  E £■ (M? [R]), definit prin
f  (A) = A*

pentru orice A E Mș [R].

9. Să se găsească valorile proprii și subspațiile proprii și apoi să se diagonalizeze ma­
tricea ortogonală

A =
cost

0
— sini

0
1
0

sin

0
cost

10. Determinați polinomul de matrice

P  (A) =  A3 -  3 A2 +  34 -  I

11.

pentru matricea A = 1 2 3

Calculați A  ’și An  pentru matricea A = 0
0
2
1

0 folosind teorema lui Hamil-

ton -Cayley.

12. Calculați matricele eA  și Am  pentru A =
3
3

- 2

0
-1

0
6

13. Să se determine polinomul caracteristic al matricei lui Frobenius

Pi
1
0

P2 
0
1

' ’ ’ Pn—1
0

• •• o

Pn 
0
0

0

14. Fie f  E £  (C3 ) endomorfismul a cărui matrice în raport cu baza canonică 7? a lui

i
- Î

3 0
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Arătați că f  este hermitic și determinați o bază a lui C3 față de care matricea 
endomorfismului are formă diagonală.
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Funcționale pătratice

6.1 Exerciții rezolvate

1. Arătați că f  : R 2 x R 2 —> R definită prin

f  (x, y) = x ^  4- 2xxy2 -  3x2y} 4- 4x2y2

pentru orice x =  (xj, x2) și y = (yi^yz) din R 2 , este o funcțională biliniară.
Rezolvare: Fie z = (z^ z2 ) € R 2 și a, b E R. Avem

f (a x  + by,z) = (axi + by^ ẑ  + 2 (ax} + by^ z2 — 3(ax2 + by2) z  ̂ + 

4-4 (ax2 4- by2 ) z2 = a f  (x, z) 4- bf {y, z)

Analog se verifică și egalitatea

f  (x, ay 4- bz) = a f  (x, y) 4- bf (x, z)

ceea ce arată că f  este o funcțională biliniară.

2. Reduceți la forma canonică funcționala pătratică Q : R3 —> R definită prin

Q (x) = x ix 2 4- 2X I.X3 4- 3x2x3

pentru orice x =  (x],x2 ,x 3) E R 3 .
Rezolvare: Matricea lui Q față de baza canonică a lui R 3 este

/ O  1/2 1 \

1/2 0 3/2
 ̂ 1 3/2 0 y

78
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deci suntem în cazul a n  =  022 =  <133 =  0. în  această situație, deoarece ai2 =  ^  0, 

trebuie să facem schimbarea de coordonate

X} = X  ̂+ I2

< I 2 - Xj — ^2

•̂ 3 “  -̂ 3

Obținem

Q (x) =  (x^ +  X2) (^1 — ^2) +  2 (jq +  1'2) ^3 +  3 (x'j — X2) I3 =

=  (x^)2 — (12)2 +  5X1X3 — X2X3 = 

1 25 / '
^ i +  ^ l  - ( * 2 )  - V 3 - Ț F 3 )

Facem schimbarea de coordonate

x" — x i + 2 x 3

X2 =  x'2
x 3 =  z'3

și obținem

Q (x) =  (x")2 -  (x")2 -  x"x" -  (x")2 =  (x")2 +  Q, (x)

unde Qx (x) =  — (a^)2 —a ^ a  — Ș  W ) 2 • ^ e  o c u păm în continuare de funcționala pă- 

tra tică  bidimensională Q\ ( x ) . Mai întâi vom scrie ultim a schimbare de coordonate 

sub forma

* z'2 =  ^2

^3 =  ^3
Acum putem  scrie 

/  1 V  2Q J x H -  x" +  - x " )  - 6 r f

Facem schimbarea de coordonate

x'" — x"

* x'2 =  x ț  +  |X3

X3" =  X 3

și obținem Q\ (x) =  — (x^')2 — 6 (x'3")2 , deci

Q(X) = (X7)2 - ( ^ ' ) 2 - 6 ( X'")2
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Ultima schimbare de coordonate se poate scrie sub forma

z" =  ^

Z3 ~  X 3

Succesiunea de schimbări de coordonate a condus la schimbarea de coordonate
' Zj =  x1" + x "  -  3^"

* x2 = x? -  x "  -  2x" 
r 3 =  ^ '

Această schimbare de coordonate este rezultatul trecerii de la baza canonică E  =
= {e i>e 2, e a} la 0  bază E'" =  {e"', ê ", 63"} . Se știe că au loc relațiile:

E ^  L  =  E ^  Z

E  ’ E  E  E">
deci

din care deducem

E'" _x_ 
E  ’ E'" (6-1)

Ci' — Ci + 62 — (1, 1,0)
* 62" - ei — e2 =  (1, —1,0)

e% =  -3e i -  2e2 + e3 =  (-3 , -2 ,1 )

Reprezentarea analitică a funcționalei pătratice Q în raport cu baza E'" este tocmai
forma canonică

Q (x) = x ^ - x f̂ - 6 x ^

Matricea funcționalei pătratice Q în raport cu baza E'" este

A"'
1 0 0
0 - 1  0

^ 0  0 - 6  ?

Putem verifica ușor relația A'"
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3. Reduceți la forma canonică funcționala pătra tică  Q : R 4 —> R  definită prin

Q (x) =  i j  -  I2  +  2X4 4- 2x1^2 — 2x1X3 +  4x1X4 — 6x2X3 4- 12x2X4 4- 2x3X4

pentru orice x =  (xi,X2,X3,x4 ) 6 R 4 .

Rezolvare: M atricea lui Q în baza canonică a  lui R 4 este

/  1 1 —1 2 \

1 - 1 - 3  6

- 1 - 3  0 1
^ 2  6 1 2 /

Prin grupări convenabile rezultă

Q (x) =  (xi 4- x 2 -  x3 4- 2X4 )2 -  2 (x2 4- x3 — 2x4 )2 4- (x3 -  x 4 )2 4- 5x2

Facem schimbarea de coordonate

Xj =  xi 4- x2 — x 3 4- 2X4

X2 — X2 4~ X3 — 2x4
X3 — X3 X4

și obținem forma canonică a lui Q

Q (x) = x ^  — 2x2 4- x^  4- 5x^

Baza în care este reprezentată analitic funcționala Q este

E  — {e l ) e 2> e 3> e 4

explicita imediat. Exprimând coordonatele Xi,X2,X3 și

obținută prin trecere de la baza canonică E  a spațiului R 4 cu ajutorul matricei de 
E '

trecere —  pe care o vom

x 4 în funcție de coordonatele x \ , X2, X3 și X4 obținem

xi =  Xj — Xj 4- 2X3 — 2X4 

x 2 = x'2 — x ,
3 + X4 

2 3 = ^ 3  +  ®4

I4 =  ^4
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din care deducem că matricea de trecere de la baza E  la baza E' este

/  1 -1  2 - 2  \

E 1 _  O 1 - 1  1
O O 1 1
O O O 1 y

. . E'Din relația E r = E  ■ —  deducem

' <  =  d  = (1 ,0 ,0,0)

62 =  - e l + e 2 = (  — 1,1,0,0)
63 =  2cj — 62 +63 =  (2,—1,1,0)

_ e4 =  — 2ej +62 +63 +  64 = ( — 2, 1,1,1)

Matricea lui Q în raport cu baza E' este

Z i  0 0 0 \ 
0 - 2 0 0 

0 0 1 0
0 0 0 5 /

. . , fE 'X *  4 E'
Putem verifica ușor relația?! =  I 77 • >1 • —\  E  J E

4. Reduceți la forma canonică fimcționala pătratică Q : R3 —* R definită prin

Q (x) =  2x j — 3^2 +  13 +  2ziX2 — 4XIX3 + 4x2X3

pentru orice x =  (xi,X2,X3) 6 R3 .
Rezolvare: Matricea lui Q în baza canonică E  =  {ei, 62,63} a spațiului R 3 este

>1= 1 - 3
y - 2  2

- 2
2

1 J

iar determinanții

△ 1 —  2, ^2 —
2
1

1
-3

=  -7 , △3 =  de tJ4 =  - l l
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simt nenuli. Deducem că există o bază E' = {e ,̂ e ,̂ 63} față de care reprezentarea 
analitică a lui Q are forma canonică

> ^ 2  /

1
2

2
7

Vectorii bazei E' au forma

eV =  c n C i

^2 =  c 12e l  +  C 22^2

63 — 6136} 4- 02362 4 - 63363

Condițiile f  (e ', e )̂ =  6ij pentru j  < i, unde f  este polara lui Q, ne conduc la: 

1) c n f  (e p e i) — 1) adică 2cn =  1 din care deducem Cu =  - .
2)

2ci2 4~ C22 — 0 
c 12 —  3022 =  1

1 • 1  • 2

din care obținem C12 =  -  și C22 =  —
3 )

2C13 +  C23 — 2C33 =  0

C13 —  3C23 +  2C33 =  0

“ 2 c !3  +  2C23 +  C33 =  1

4 6
din care obținem c13 =  — , c23 =  ^ > C33 =

7  •— . Deci 
11

=  - 6 1
î  2

< e 2  =  z e i  4 - - - e 2

, 4 6 7
l e3“ n e i + n e2 + îT 3

Matricea de trecere de la baza canonică E  la baza E' este

E' 
E 0 -2 /7  6/11

0 0 7/11

Pe de altă parte coordonatele în cele două baze sunt legate prin relația

x E' x
~E =  ~E ‘ ~E'
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adică
1/2 
O

\ °

1/7
-2 /7 
O

4/11
6/11
7/11

Deci
zi =  2^1 + 7^2 +  n x 3
Z2 =  - ^ 2  + ^ 3
1 3  =  n ^

și rezolvarea este completă.

5. Reduceți la forma canonică funcționala pătratică Q : R 2 —> R  definită prin

Q (r) =  2i] + 4X112 — ^2

pentru orice x  =  ( i i ,x 2) € R 2 .

Rezolvare: Matricea lui Q în raport cu baza canonică F  a lui R 2 este

( 2 2

\ 2 —1 7
Polinomul caracteristic al matricei 4  este

PA (A) =
2 -  A

2
2

-1  -  A
= A2 -  A -  6

Ecuația caracteristică a matricei A este

A2 -  A -  6 =  0

și are soluțiile A, = 3 și A2 =  —2. Am obținut pentru Q forma canonică

Q ( I ) =  3(r'])2 - 2 ( ^ ) 2

unde x = x\e\ + x 2e2 6 R 2 , E' =  {e'p e'2 } fiind o bază a lui R 2 care urmează a 
fi determinată. Pentru aceasta căutăm spațiile proprii corespunzătoare valorilor 
proprii găsite.Pentru fiecare valoare proprie A formăm ecuația matriceală

(A -  A/2) • X =  0; X e  M 2 x l  [R]

adică
2 —A 2

2 -1  -  A
Zi
Z2

0 i / zi \
; 1 e  M 2XI [R]

0 / \  z 2 /
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Sub formă scalară ecuația matriceală se transformă în sistemul liniar

(2 — A) i i +  2X2 - 0
2 i]+  (—1 —A)x2 =  0

care trebuie rezolvat. Concret, pentru A =  Ai =  3 sistemul devine

—Xi+ 2x2 =  0
’ j i i , x 2 G R

2xi— 4x2 =  0

a cărui soluție este S \ x =  {(2t, t) \t G R} . Pentru A =  A2 =  —2 sistemul devine

4xi+ 2X2 =  0
< ; x i,x 2 e  K

2xi+ x2 =  0

a cărui soluție este
5Â2 =  { (t,-2 t) |z e  R}

Alegem vectorii proprii
< = = ^ ( 2 , l ) e S A, X
^2 =  7 ,  (1» —2 )  e  5 \ 2  /

care compun baza ortonormată E' =  {e i 5 e a} a  lui R 2 - Matricea de trecere de la
baza canonică 2? a lui R 2 la baza E' este

ale cărei coloane simt formate din componentele vectorilor e'jși respectiv e2 . Relația 
dintre coordonatele unui vector oarecare x 6 R 2 în raport cu cele două baze este

=  ^ 5  ( ^ l  +  X2 ) 

. 1 2  =  “  2 X 2)

adică, mai concret,

Relația inversă dintre coordonate este

*1 =  ^  ( 2 : E 1 +  ^ ) 

X 2 =  ^  ( +  -  2 l 2)

Putem face și o verificare:
Q (x) =  2x2+4xix2 —x2 =  2 j  (2x\ +  x2)2+4-j (2x{ + x2) ( ^  — 2x2 ) — j  (xj — 2x2)2

=  3 (Xj)2 — 2 (x2)2 . “
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6.2 Exerciții propuse

1. Arătați că
/  : R2 [X] x Rs [X] R

definită prin f  (p,q) = p (0) q (0) — p' (0) q1 (0), pentru orice p ,q E  R2 [X], este o 
funcțională biliniară. Determinați matricea lui f  în raport cu baza canonică a lui 
R ^ X ].

2. Determinați matricea formei biliniare f  E £ 2 (R 3 ; R) definită prin

f  (x, y) = x xy x -  2xxy2 + 4x2y x -  x 2y2 -  2x3y x + x 3y2

pentru orice x =  (x i,x 2 ,x 3) și y = (y i^ ^ y s )  din R 3 , în raport cu baza canonică 
E  a lui R 3 și în raport cu baza E' =  (ej, 62,63), unde ê  =  (1,1,1), 62 =  (1,1,0) și 
e'3 =  (1,0,0).

3. Determinați signatura funcționalelor pătratice /  : R 2 —> R  cărora le corespund, în 
baza canonică, matricele:

4. Determinați signatura funcționalelor pătratice f  : R 3 —*R  cărora le corespund, în
baza canonică, matricele:

1 2 0
3 7 0
0 0 2 ;

0 1 0
1 0 0

 ̂ 0 0 0 ;

9 6 - 5
6 6 - 2

- 5  - 2  6 y

5. Reduceți la forma canonică funcționalele pătratice /  : R 3 —> R  :

(a) f  (x) = 3x2 +  2^2 +  x2 — 2 i ] i 3 , unde x  =  (x15 x2 , £3) ^ R 3 ;

(b) f  (x) = 2 ri+ 5 r2  +  2i3 - 4 I 1I 2 — 2xix3 + 4x2x 3 , unde x = = (x!,x2 ,x3 ) £ R 3 ;

(c) f  (x) = —x2 +  x2 _  5x3 + 6XJX3 4- 4X2X3 , unde x =  (xj, x2 , x3) € R 3 ;

(d) f  (x) = X2 +  2x2 +  3I 3 +  2XJX3 +  4X2X3 , unde x =  (x3, x2 , x3) 6 R 3 ;

(e) /  (x) =  XjX2 +  x2x3 +  x3xj, unde x =  (x3 ,x 2 ,x 3) £ R 3 .
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6. Reduceți la forma canonică funcționalele pătratice f  : R 4 —> R  :

(a) f  (x) =  x2 4- 3x2 — 3xf — 4XIX2 +  2x1X3 — 2x1X4 — 6x2X3 — 2x3X4, unde x = 
(xi, X2, X3, X4) G R. ,

(b) f  (x) =  Xj + 4xj +  ̂ 3 +  4x2 +4xix2 +  2XIX3 +  4xxx4 +  4x2x3+ +8x2x4 +  4x3x4 , 
unde x =  (X], x2 , X3, x4 ) € R 4 .

7. Determinați numărul m € R  astfel încât funcționalele pătratice de mai jos să fie 
pozitiv definite:

(a) /  : R 3 —> R  definită prin

/  (x, y, z) =  5x2 + y2 + m z2 4- 4xy — 2xz — 2yz

pentru orice (x ,y ,z)  G R 3 ;

(b) /  : R 3 —» R  definită prin

f  (x, y, z) = x 2 + 4y2 + z2 + 2mxy +  lOxz +  fyyz

pentru orice (x ,y ,z)  €  R 3 .
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Capitolul 7

Ecuații diferențiale de ordinul întâi

7.1 N oțiuni fundamentale și exemple

Ecuațiile diferențiale de ordinul întâi se întâlnesc sub următoarele forme:

( d y \  3 dy
X, y, —— I =  0, unde F  : D d  R J —► R  este o funcție care depinde efectiv de ——, numită 

dx J  dx
forma generală,

^  =  f  (x , V} , unde f  : E  c R 2 ^ R este o funcție dată, numită forma normală, și
dx

3) P  (x, y) dx + Q (x, y) dy = 0, unde P ,Q  : E  C R 2 R  sunt funcți date, numită forma 

Pfaff.

Prin soluție a unei ecuații diferențiale de ordinul întâi se înțelege o funcție de forma y : I —> R ,

Tinde /  C R  este un interval, cu proprietatea:
/  dy (x) \

1) F  Z ,)/ {x) , —----- I =  0, pentru orice X E I,
\  dx /

d y (x )
2) ■——---- = f  (X, y (x)) . pentru orice X £ I , respectiv

dx '
3) P  (x, y (x)) + Q (x ,y  (x)) y1 (x) =  0, pentru orice x E 1.

Observații. 1) In ecuațiile diferențiale de mai sus, litera y este numită funcție necunoscută, iar X 
. . . . . dy feste numită variabilă independentă. Expresia —  se înlocuiește adesea prin y . Intr-o ecuație diferențială, 

dx
funcția necunoscută și variabila independentă pot fi desemnate prin orice simboluri, dacă nu se crează 

confuzii. în cazuri concrete litera y este "eticheta” unei mărimi fizice sau de altă natură cum ar fi: masa, 

spațiu, viteza, accelerația, intensitatea, tensiunea, concentrația, etc. Variabila independentă este adesea 

timpul, desemnat prin t.
/  dy \

2) Din definiție rezultă că soluția y : I  Q R » R este derivabilă pe I  și I X^y^x), ——(x) I G D,
\  dx J

respectiv (x, y  (x )) G E , pentru orice X E I . Dacă J  este un interval inclus în I  atunci restricția lui 

y la. J  este soluție pe J  a ecuației respective.

88
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3) Soluția din definiție se indică uneori prin: y =  y (x ) , X € I .  Pentru exprimarea unor proprietăți 

în care-intervin soluții, uneofi, prin abuz de limbaj, o soluție se desemnează Sub forma "y ț i ) ” înțelegând 

că este vorba de funcția X —> y ( l )  și nu de valoarea acestei funcții în punctul X.
4) Determinarea soluțiilor unei ecuații diferențiale este un proces complex, numit rezolvarea (sau 

integrarea) ecuației diferențiale respective. Mulțimea de definiție a unei soluții se determină, de regulă, 

în procesul rezolvării.

Exemplul 7.1 0  soluție pentru ecuația diferențială de ordinul întâi

. 3 o nxy -\--------x — 2x = 0 
dx

este y = x 2 , pentru orice r  £ R. Intr-adevăr, înlocuind pe y cu x 2 obținem

x ■ x 2 + — x 2 — x 3 — 2x = x ■ x2 + 2x — x 3 — 2x = 0, Vi 6 R dx
Curbă integrală. Graficul unei soluții a unei ecuații diferențiale se numește curbă integrală a 

acelei ecuații diferențiale.

Observații. 1) Dacă o curbă 7  C R 2 , definită parametric prin

7  :
y

= a (t)
= (3(1), t e  I  C R

unde a, /3 : I  —> R, este curbă integrală a unei ecuații diferențiale, adică este graficul unei soluții,

atunci se spune că sistemul
X = a (t)
y = /3 (t), t e l C R

este reprezentarea parametrică a acelei soluții.

2) Dacă 7  este o curbă definită implicit sub forma

7 - g ^ ,y )  =  0,

unde g : E  e  R 2 —► R  este o funcție de clasă C 1 în E  și g^ (x, y) ^  0 pentru orice (x, y) e  E, 
atunci, pentru orice punct Mo(xo,yo) e  7 , există un interval deschis IQ, care conține pe XQ, și o 

funcție unică $  '■ IQ —> R  cu proprietățile: 0  (XQ) = yo, g (x, (p (x)) =  0,

0 )  =  ~y'x  & H X )} l9 v (x ^ x y ) ,

pentru orice X e IQ. Graficul {[x, <p (x)) | I  G / Q} ^  funcției </> este inclus în 7; de aceea, în condițiile 

de mai sus, curba 7  va fi curbă integrală a ecuației diferențiale generale dacă
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pentru orice M Q (^O, 2/O) E 7 , și X E IQ. în particular, pentru X = XQ, egalitatea devine

P „  g* (*0,3/0) A _  n
P  I ^0) yoi , / \ I o\  g ' y i ^ y o j j

pentru orice [XQ, yo)cu proprietatea g (XQ, yo) =  0.

3) Ecuația diferențială sub forma Pfaff se poate scrie sub forma normală

dy =  P  (x, y) 
dx Q (x, y) ’

dacă funcția Q nu se anulează în E . Dacă funcția P  nu se anulează în E , atunci ecuația diferențială se 
dx Q (x, y) .

poate scrie sub forma normală —  =  — — ----- 7, în care X este considerată funcție necunoscută, iar ydy P ^ y ) '  y

este variabila independentă.

7.1.1 Problem a Cauchy

Principala problemă pentru o ecuație diferențială este rezolvarea sau integrarea sa, adică determinarea 

soluțiilor sale. Problemele concrete care conduc la ecuații diferențiale nu cer cunoașterea tuturor soluți­

ilor, ci doar a unor soluții care îndeplinesc anumite condiții. O problemă practică importantă și frecvent 

întâlnită este problema, numită problemă Cauchy, care constă în determinarea unei curbe integrale a 

unei ecuații diferențiale de ordinul întâi care trece printr-un punct dat. Mai precis:

Problema Cauchy pentru o ecuație diferențială de ordinul întâi este problema care constă în deter­

minarea unei soluții y = y (x) , X £  I ,  a acelei ecuații care verifică condiția y  ( io )  =  yo, unde .TQ E I 

și î/o E R  sunt numere date. Condiția y (XQ) =  yoi s e  numește condiție inițială sau condiție Cauchy.

7.1.2 Soluții

Soluția generală. Se numește soluție generală a unei ecuații diferențiale de ordinul întâi, pe mulțimea 

E  C R.2 , o familie S  de soluții ale acelei ecuații diferențiale cu proprietatea că pentru orice punct 

(^0; 2/o) €  E  există o singură soluție d> ^  S  astfel încât $  (.TQ) =  yo.

Observație. Soluția generală se indică de obicei sub forma y = <f> (x, c ) , x  E I , unde c este o 

constantă arbitrară.

E xem plu l 7.2 Pentru ecuația diferențială - -----J/ +  I 2 - 2 i  =  0, funcția 
dx

y = cex  + x 2 , 1  E R ,
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unde c 6 R  este o constantă arbitrară, este soluție generală pe R 2 . Intr-adevăr, înlocuind 
în ecuație obținem

— y(x) + x 2 — 2x = cex  + 2x — \cex  +  r 2] + 
dx

+x2 — 2x =  0, Vx 6 R

pentru fiecare c € R. Pe de altă parte, pentru orice (xo,yo) 6 R 2 , punând condiția 
yo = Coe10 +  ô> deducem CQ = (y0 — XQ) e~x °. Rezultă că y = c^e1 -4- x 2 , x € R, este 
soluția care verifică condiția Cauchy y (XQ) = yo-

Soluție particulară. O soluție a unei ecuații diferențiale, care aparține unei soluții generale a 

acelei ecuații diferențiale, se numește soluție particulară.

Observație. O soluție particulară se obține din soluția generală pentru o valoare particulară a 

parametrului.

Exemplul 7.3 în exemplu precedent, funcția y =  y(x,0) =  x2 , r  €  R, este o 
soluție particulară, obținută din soluția generală menționată pentru c =  0.

Soluție singulară. O soluție a unei ecuații diferențiale care nu este soluție particulară se numește 

soluție singulară.

Integrala unei ecuații diferențiale. O relație de forma g (x, y) = 0, unde g : E  G R 2 —> R 
este o funcție dată, se numește integrală a unei ecuații diferențiale de ordinul întâi dacă această relație 

definește implicit pe y ca funcție de X, pe o mulțime I  C R, și această funcție este soluție pe I  a acelei 

ecuații diferențiale. Integrala unei ecuații diferențiale se inai numește și soluție definită implicit.

Se numește integrală generală a unei ecuații diferențiale de ordinul întâi o relație de forma g (x, y) = 
C, unde g : E  G R2 —> R este o funcție dată, cu proprietatea că pentru fiecare (XQ, yo) G E  relația

9 (*, y) = g(xo, yo)

definește implicit pe y ca. funcție de X, pe o vecinătate ZQ C R a lui Xo, și această funcție este soluție 

pe IQ a acelei ecuații diferențiale.

Exemplul 7.4 Pentru ecuația diferențială ?/ (3y2 + x) + y = 0, relația xy +  y3 =  c, 
unde c £ R  este o constantă arbitrară, este integrală generală. într-adevăr, considerând 
funcția

a  (y) = xy + y3 ~ c , y G R,
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pentru un număr c £ R  și un număr x € (O, oo), avem tabloul de variație

^{y)

y
« ' (y) =  x + Sy2

din care rezultă că există un singur număr y(x ,c)  6 R  astfel încât a  (y (x,c\) = 0. 
Așadar, ecuația xy + y3 = c definește implicit funcția x y (x ,c ) , x E (0, oo). Derivând 
identitatea

xy (x, c) + y3 (x, c) = c, x E (0, oo)

obținem
y (x, c) +  xy' (x, c) +  3y2 (x, c) y (x, c) =  0

din care rezultă

V ^> c  = —x +,  3o y2z (/ x,-  c)v X 6  (°’ °°) 

înlocuind în «aiația diferențială considerată obținem

V (x  ̂<') [3y2 (.Î , c) + x ] + y  (x, c) = ---- [3i/2 (x, c) + x] + y (x, c) =  0,

pentru orice x E (0, oo) , ceea ce trebuia demonstrat. Pe de altă parte, pentru orice 
XQ ^ (9, oc) și y0 din R, luând Q) = x oyo + yo, rezultă că soluția y = y (x, CQ) verifică 
condiția inițială j/îroăo) =  yo-

7 .1 .3  T ip u ri e lem en tare  de ecu ații
dy

Ecuația diferențială ~F = f  (x) . Fie /  : Z C R  —> 
dx

R  o funcție continuă definită pe un interval

E. Ecuația diferențială
dy 
dx

este cel rnai simplu model de ecuație diferențială. Soluția sa, care verifică condiția inițială y (XQ) =  yo,

este
y (x) = y0 + f  f  (z) dz, (V) X E I

Dacă F  este o primitivă a lui f ,  atunci y(x) = y 0 + F  ( x ) - F ( x 0) , (V) x E I. Notând yQ- F  (XQ) 
cu C, rezultă că forma soluției generale este y = F (x) +  c; X E I , C fiind o constantă oarecare.
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Exemplul 7.5 Ecuația diferențială t/ =  x  +  sin x  are soluția generală 

y = J  (x + sin x)d x  = - x 2 — c o s  x  +  c î 1  R> 

unde c €  R  este o constantă arbitrară.
Ecuații diferențiale exacte. Ecuațiile diferențiale exacte sunt ecuațiile de forma

P  (x, y)dx + Q (x, y) dy = 0,

unde P.Q : E  C  R 2  —► R  sunt funcții continue care nu se anulează în același punct din E, iar 
OP dQ . .
—  și —— există, sunt continue și egale pe E. Noi vom presupune că E  este un interval bidimensional 
dy ox

deschis de forma E  =  (a, 6) X (c, d) , și că funcția Q nu se anulează în E. în această ipoteză ecuația 

considerată se poate scrie sub forma y' = —P (x, y) /Q  (x,y) . Se arată că există o funcție U (x, y) , 
definită în E, astfel încât

du (x, y) = P  (x, y)dx + Q (x, y) dy

Soluția generală se exprimă implicit sub forma u(x,y}  =  C, iar U poate fi dată prin 
r^ cv

u {x ,y )=  1 P (x ,y )d x  + Q (x 0 ,y)dy, 
J XQ Jy^

unde X Q și yo sunt numere reale arbitrare astfel încât (lo> yo) € E. Soluția care verifică condiția inițială 

y ( io )  =  yo corespunde lui C =  0.

Exemplul 7.6 Determinați integrala generală a ecuației diferențiale
1 \ X

—;= + y /y )d x  + — ^d y  = 0
/  2^/y

Rezolvare: Avem P (x, y) = —= + 
\/x

— —, iar domeniul de definiție al2 ^ ’ *
funcțiilor P și Q este E  =  (0, oo) x (0, oo). Avem Py (x, y) = ^ ^  , Q'x  (x, y) = ^—̂ , 

deci Py = Qx , adică ecuația considerată este exactă. Integrala ei generală este

unde X Q și yo sunt numere pozitive arbitrare. Efectuând calculele obținem

2^/5 +  Xy/y -  (2y/x^ + xoy/yo) = c

Dacă notăm 2 y/xo +Xoy/yo+ c = C, rezultă integrala generală sub forma 2y/x + Xy/y = C,
unde C este o constantă pozitivă oarecare. Observăm că, în acest caz, putem (ixplicita 

(C — 2y/x}2
pe y sub forma y = ------- -------, z € (0, 00).
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Exemplul 7.7 Ecuația diferențială xdx+ydy =  O are integrala generală x 2 +y2 = C. 
într-adevăr, u = -  (x2 + y2 — C} are diferențiala du = -  (2xdx + 2ydy) = xdx + ydy. 
Pentru C = XQ +  Î/Q se obține integrala care definește soluția ce trece prin punctul (XQ, yo) •

Exemplul 7.8 Determinați integrala generală a ecuației diferențiale (x3 + y)dx + 
(x - y ) d y  = 0.

Integrala generală este
‘V

C,
Xo Vo

unde (xo,yo) este un ptmet arbitrar în R 2 . Deducem

x4 x^ , y2 y%
-  + y ^ - y ^ 0 + ^oy -  xoyo-  y  +  y  =  c,

x  ̂ y2 x^ y2
Notînd C = c + -^  + yoxo  - , deducem — + yx — — = C, unde C  este o constantă 

4 2 4 2
oarecare.

Metoda factorului integrant. Considerăm ecuația diferențială de ordinul întâi sub forma Pfaff

P (x, y) dx + Q (x, y) dy =  0,

unde P , Q : E C R 2 —► R. Presupunem că. E  = (a, E) X (c, d) , este un interval bidimensional.
„ „  dP  dQ _ dP dQ

Deasemenea. presupunem că P, Q, -7— și —— sunt funcții continue pe E  și —  ^  ——. Fie
oy ox oy ox

y  : E  —> R o funcție de clasă C 1 pe E, care nu se anulează în E. înmulțind cu y  ecuația dată, 

obținem ecuația echivalentă

M (x, y) P (x, y) dx + y  (x, y) Q (x, y) dy = 0

Căutăm funcția y  astfel încât ecuația obținută să fie exactă, adică astfel încât

oy ox

Funcția y  cu această proprietate se numește factor integrant pentru ecuația dată. Condiția impusă lui 

y  se scrie detaliat sub forma

d y ^ ^ d y  d x ^ ^ d x

Dacă y  verifică această condiție atunci integrala generală a ecuației date este

•v
c

2Q vo
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în general determinarea funcției fi este la fel de dificilă ca și rezolvarea ecuației diferențiale considerate, 

dar se pot identifica unele cazuri particulare în care se pot determina factori integranți.

Cazul I. Factor integrant care depinde numai de x. Presupunem că există un factor integrant 

care depinde numai de X, adică de forma fi = [1 (x) . Condiția îndeplinită de /1 se scrie, înlocuind 
dp dp ,
—- =  0 și —  =  p , sub forma 
dy dx

M Q
p' P y -Q *

Deoarece — depinde numai de X rezultă că egalitatea este posibilă numai dacă expresia -----—-----

depinde numai de X. în acest caz rezultă

Integrala generală este în acest caz

/  p (x )P (x ,y )d x +  f  p (x 0 )Q (x 0 ,y )d y  = c

Cazul II. Factor integrant care depinde numai de y. Presupunem că există un factor integrant 

care depinde numai de y, adică de forma p = p  (y) . Condiția îndeplinită de p se scrie, înlocuind 
dp n  . dp , 
—— =  0 și —  =  p  , sub forma dx dy

p' =  (& -  Py
p

p' . . . . . . . Q x -P y
Deoarece — depinde numai de y rezultă că egalitatea este posibilă numai dacă expresia ----- —----

. P

depinde numai de y. în acest caz rezultă

M {y} =  exp

Integrala generală este în acest caz

(  p { y ) P (z , y )d x+  f  p (y) Q ( i o ,y)dy = c 
xo Jyo

Exemplul 7.9 Determinați soluția ecuației diferențiale

—ydx + 1 x 4 — - ) dy =  0
\  y J

care verifică condiția inițială y (1) =  2.
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Rezolvare: Considerăm funcțiile P = —y și Q =  x H— —, definite pe (0, oo) x (0, oo). 
Deoarece

dP dQ . .rezultă că —  — , deci ecuația diferențială nu este exactă. Cercetăm dacă ecuația
dy dx . . .

admite factor integrant care să depindă numai de o variabilă. Avem

2
x ’

din care deducem că ecuația admite un factor integrant care depinde numai de x, și
anume

fi =  exp =  exp (—2 In x + 2 In 1) =  — 
x2

înmulțind ecuația cu ți = obținem ecuația diferențială exactă 
x2

-----dx + [ - + — ] dy = 0 
x z \ x  J

a cărei integrală este

. y 1 1  . 7 / 1 3Efectuând calculele obținem ---- y + y — 2 -------1—  = 0 , adică  -------  .x y ^ x y 2
Ecuația diferențială cu variabile separabile. Forma Pfaff a ecuațiilor diferențiale cu variabile 

separabile este

f  (x) g (y) dx + h (x) k (y) dy = 0

unde f ,h  : E  C  R  —> R  și g, k : F  C  R  —* R  sunt funcții continue, E  și F  sunt intervale, g 
nu se emulează în F, iar h nu se anulează în E. în aceste condiții ecuația admite factorul integrant

1 - . . . . .u, = — —-. înmulțind cu U, ecuația dată, obținem ecuația echivalentă
9 (y) h (x)

+  ~r~ \d y =  0 
^  w  g(y)

Se spune, în acest caz, că am separat variabilele în ecuația dată. Am obținut o ecuație diferențială 

exactă. Soluția sa generală este

70) 
h (x)

P  ^ y )
L  9(y) dy = c
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unde XQ E E  și yo E F  sunt numere arbitrare.
Dacă g (yo) =  O, atunci y = yo, pentru orice X £ E, este soluție singulară. Dacă h (xo) =  0, 

atunci X — XQ, pentru orice y E F, este soluție singulară.

Exemplul 7.10 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

xy/1 + y2dx + yy/1 + x 2dy =  0

Rezolvare: Separând variabilele obținem
x y

■ . ■ T dr 4---- . dy = 0, y r + î ^  y i  _|_ y2

care este o ecuație diferențială exactă. Soluția generală a acestei ecuații este

—=
1  d xJ  + / , y dJy =  c,V ^ T x 2 Jyo i / l  + y2

unde Xo și y0 sunt numere arbitrare. Făcând calculele obținem v T T ?  +  y/1 + y2 — C,
unde C=c +  y /f  + x^ + y/l+~y^ este un număr oarecare mai mare sau egal cu 2.

Exemplul 7.11 Rezolvați ecuația

Membrul drept al ecuației este definit și continuu pentru orice x g R  și se anulează 
în 7/ =  0. Funcția y (x) =  0, x E R, este o soluție a ecuației diferențiale. Pe de altă parte, 
ecuația se poate prezenta sub forma a două ecuații:

dy 
dx 
dy 
dx

2y/y, pentru y > 0

2y/—y, pentru y < 0

Din prima ecuație, avem

dy 
^y/y

= dx => y/y = x + C (x > -C )

Deci, y = (x + C)2 , x > —C, este soluție generală în domeniul -oo < x < oo, 0 < y < oo.
Analog, din a doua ecuație, avem

dy 
2 ^= y

= dx —yf—y = x + C (x < —C ) , y = (x + C)2 , x > —C

Deci, y = — (x + C)2 , x < —C, este soluție generală în domeniul -oc < x < oo, —oo < 
y < 0. Soluția y = 0 este o soluție singulară deoarece ea nu aparține soluției generale.
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Exemplul 7.12 Integrați ecuația diferențială 

x y /l^ -y ^ d x  +  yVl — x 2dy =  O, 

unde x  e  [—1,1], J/ G [—1,1].
Separînd variabilele, obținem

X V
. . dx H---- . . dy =  0

y / î ^ y 2

De aici rezultă că
V i — x 2 + y /l  — y2 = C, C > 0, 

este integrala generală. Soluțiile

y =  i , ( - i  < 1  < i) ;  y = - ! , ( - !  < 1  < i) ;

X =  1, (-1  < y < 1); X =  -1 , (-1  < y < 1)

sunt singulare.

Exemplul 7.13 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

= k ( x - a )  ( x - b ) ,
at

k, a și b fiin constante date.
Rezolvare: Ecuația este 

obținem
cu variabile separabile. Când a ^  b, separînd variabilele,

dx
(x — a) (x — b)

Integrînd, obținem

= kdt,
1

x — a x — b
dx = k(a — b) dt

In
x — a
x — b

= k (a — b) t +  In |c |,

Deducem ----- - = Cek â~b^, de unde
x — b

_  bCek ^~b^ -  a
X  ~  Cek (a b > l _  1

Dacă punem condiția x  (to) =  XQ, atunci obținem ------ - =  (7e
fc(° Wo, j ^  c a r e  deducem

XQ — b
C = —---- e ~ Ka -blto Soluția căutată este

b (x0 — a) e
k(a-b)(t-to) -  a (I o  _  5)

(r0 — a) gfc(“—b)(t—to) _  ^ 0 _  b)
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Ecuația diferențială de tip  omogen. Prin ecuație diferențială de tip omogen se înțelege o 

ecuație diferențială de forma
^ -  = f
dx J \ x ) ’

unde f  E  E  R ^ R este o funcție continuă dată. Pentru rezolvarea acestei ecuații diferențiale se 

face schimbarea de funcție li =  —, Z ^ O , șise ajunge la o ecuație cu variabile separabile.
X

du y^ y
E xem plu l 7 .14 Determ inați soluția ecuației diferențiale 7 -  =  — , care verifică

dx x
condiția inițială y (XQ) = yo, imde XQ 7̂  0 și yo sunt numere arbitrare.

Rezolvare: Ecuația fiind de tip  omogen, facem schimbarea de funcție y = ux. Avem

dy du
— ^ u  + x — 
dx dx

~ . . . du 9 du dx . .
înlocuind în ecuație, obținem u + x —  = u 2 + u. Deducem că — ------ =  0, și deci

dx u 2 x

f u  du r x  dx _ 
x

1 1  . X XQ .
R e z u ltă ------ 1-------- In x +  In XQ =  c, a d ic ă ------------ F In x — In Xo =  —c, din care deducem

u u 0 y yo

y  /̂ A  =  — ;— ^
X

—
—c — In x +  in XQ H-----

Vo

Din calculele făcute, rezultă că numărul y0 nu poate fi egal cu 0. N otând -c+ln ZQ H-----
yo

cu C, rezultă y  (x) =  ——  ---- , adică am obținut soluția generală. Se verifică imediat că
C  — In x

funcția nulă y = 0, x  E I, unde I  este un interval arb itrar care nu conține pe 0, este 

soluție a ecuației considerate. Această soluție, care verifică evident condiția y (XQ) =  0, 

este soluție singulară a ecuației considerate.

ly
E xem plu l 7.15 Rezolvați ecuația diferențială —  = 

dx \  x
Observăm că curbele integrale pot fi situate  numai în cadranul I sau numai în cadranul

III. Făcînd schimbarea de funcție y = zx, obținem:

, dz dx nz x  = z = y/z, — ------- 1----- =  0
— z x

Integrînd, obținem
2 In | >/z — 11 +  In |x| =  In IC] | ,
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sau
| v 5 - l | ^ î = 7 f i i ,  ( ^ - 1 ) / S  =  C, ( c  =  ± s / P i ) 

Întorcîndu-ne la funcția y, obținem ^ J ^  — ^  \ / H  =  C, de unde

y/y — y/x = C, pentru x > 0, y > 0, 

yj—y — \ /—x = C, pentru x < 0, y <Q

Ecuația z — y/z =  0 are soluțiile z =  0 și z =  1. Lor le corespund soluțiile y = 0, 
x ^ 0  (soluție singulară), și y = z, x ^  0 (soluție particulară).

Exemplul 7.16 Ecuațiile diferențiale de forma

M  (x, y) dx + N  (x, y) dy =  0, 

unde funcțiile M și N  sunt omogene de același ordin (m), sunt ecuații de tip omogen. 
Făcînd substituția y = zx, obținem:

M (x, zx) dx + N  (x, zx) (xdz + zdx) =  0, 

sau xm M  (1, z) + x m N  (1, z) (xdz + zdx) =  0, sau

{M (1, z) +  zN  (1, z)) dx + xN  (1, z) dz =  0, 

care este o ecuație cu variabilele separabile.

Exemplul 7.17 Ecuațiile diferențiale de forma

M  (x, y) dx + N  (x, y) dy =  0, 

unde funcțiile M  și N  verifică condițiile

M  (tx ,tk y) = tm M (x ,y ) ,

N ( t x , t k y) = tm ~k + 'N (x ,y ) , 

pentru k și m  fixați, iar t arbitrar, se numesc ecuații generalizate de tip omogen. Ele se 
reduc la ecuații cu variabilele separabile prin substituția y = zx k . într-adevăr, ecuația 
devine

M (x, zx k } dx + N  (x, zx k } (xk dz 4- zkx k ^ d x )  = 0, 

sau x m M  (1, z) dx + xm ~k+ xx k ~xN  (1, z) (xdz + zkdx) = 0, sau

(M  (1, z) + kzN  (1, z)) dx + x N  (1, z) dz = 0, 

care este o ecuație cu variabilele separabile. Pentru k = 1 ecuația este de tip omogen.
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Exemplul 7.18 Rezolvați ecuația diferențială (6 — x 2y2) dx + x 2dy =  0. 
Notînd M  (x,y) = 6 — x 2y2 și N  (x, y) = x 2 , avem

M  (tx, t^y^ = 6 — x2y2t2+2k = t°M  (x, y ) , pentru fc =  — 1

N  (tx, tk y^ = x 2t2 = t°^k+ 1N  (x, y ) , pentru k = —1

Făcînd substituția y = zx ~ \  obținem ecuația cu variabilele separabile

(6 — z2 — z) dx + xdz =  0

Separînd variabilele și integrînd, obținem

dx dz , , , ,
---------o---------7 = 0 , 5 In x — In x  z2 +  z - 6  1 1

z - 2
z 4- 3

^  l^ l  > X  “  Q 
z — z

. 3x5 +  2C . . .din care deducem z =  ——---- —. Revenind la y, obținem soluția generală

_  3x5 +  2C 
x (C  — x 5)

Exemplul 7.19 Arătați că ecuațiile diferențiale de forma

^  = f 
dx

a\X + h y  4- Ci 
a2x + b2y + c2

unde f  : D C R —► R, di, ti,C i,a 2 ,fe2 ,c2 € R, se reduc la ecuații de tip omogen sau cu 
variabilele separabile.

a) Dacă numerele Q  și c2 sunt nule, avem

adică ecuația este de tip omogen. Presupunem că numerele C] și c2 nu sunt simultan nule, 
ci] .

b) Dacă — =  —, atunci făcînd schimbarea de funcție a2x + b2y =  z, ecuația
devine:

®2 +  b dy t
2 —  = a2 + dx

, adică
dz 
dx

dz 
dx °2 4- b2 f

— z + Ci
«2_____

z 4- c2

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 102

care este o ecuație cu variabile separabile.
c) Dacă — 7̂  A  atunci sistemul format din ecuațiile ape 4- b^y + Ci =  0 și 

02 b2
a2X + b2y +  C2 =  0 are o soluție unică (a, /?) . Făcînd schimbarea de variabile x = X  + a,
y = Y  + (3, ecuația devine:

dy dY  Sa iX  + biYX
dx dX  \O2-^ +  b2Y)  '

care este de tip omogen (vezi cazul a).
Ecuația diferențială liniară. Ecuația diferențială liniară de ordinul întâi are forma

j ~ + p ( x ) y  = q(x) 
ax

unde p, q : E  d  R ^ R sunt funcții continue date. Considerăm că E  este un interval de forma 

(a, b) . Forma Pfaff a acestei ecuații este

(p (x)y  — q (x)) dx + dy = 0

Rezultă imediat că această ecuație nu este exactă, dar admite factorul integrant p  dat prin — =  P (^) • 

Obținem p(x) = exp (J ^ p (x )d x )  . înmulțind cu p forma Pfaff a ecuației considerate, obținem

ecuația exactă

p (x) [p (x) y ~ q  (x)] dx + p (x )d y  = 0

Integrala generală a ecuației considerate va fi

Această soluție verifică condiția inițială y (XQ) =  yo- De obicei soluția generală este reprezentată sub 

forma
y = ----- \ c  +  /  ? (^)exp ( P W

cxp p (x)dx)  L J \ J
unde C este o constantă arbitrară, iar integralele nedefinite care intervin sunt primitive fixate ale funcțiilor 

respective.

Exemplul 7.20 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

, 1 2
y + - y  = x 

x

Rezolvare: Ecuația diferențială considerată este liniară. Față de modelul general avem 
p(x) =  -  și q (x) = x 2 . Aceste funcții sunt definite și continue pentru orice x ^  0. Vom x
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determina soluția generală pe E  =  (0, oo). Conform metodei de rezolvare expuse mai sus, 
soluția generală este

y
1

exp I J —dx
dx

i
X

x 4

T
c x3

-x- - 1 4
C X 3  .

adică y = — |---- , unde c este o constantă arbitrară.
x 4

. . 2
Exemplul 7.21 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale y ' ---- y = x. 

x
Știm că, scrisă sub forma Pfaff

/  2 A
I — y — x I dx + dy — 0, 
\  x  /

ecuația admite un factor integrant p, (x) (care depinde numai de r). Avem

— x \ dx + p, (x) dy — Q

Condiția ca această ecuație să fie exactă este
d_ 

dx

= p,' (x) . Deducem o soluție particulară: . Ecuația devine

/  2 1 \  , 1 ,
----V J---- ]dx + — dy =  0

\  X  }  T,

Integrînd, obținem succesiv:

Io

f y 1I ^ d y = ^
Vo 0

adică — In |r | +  In |r 0 | +  4  -  4  -  0, adică 4  -  h l i l  =  C, sau 

7/ =  x2 (C +  In |x|)

Soluția este definită în orice interval care nu conține pe 0. Putem să scriem soluția generală 
direct, folosind formula cunoscută:

y
1

™ v U - l d x } L
2 Fx c + I —dx

dx
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E xem plu l 7.22 Determinați soluția generală a ecuației xy ' + 2x2 y  =  1.

Se observă ușor că soluțiile nu simt definite în x =  0. Din acest motiv putem  scrie 

ecuația sub forma

y' + 2xy = - 
x

Acum observăm că este o ecuație liniară. Scriind-o sub forma Pfaff, 

f  2 x y ------ ) dx + dy = 0, 
\  x  /

putem  să determinăm un factor integrant p  ( x ) . Ecuația devine

p  (x) ( 2 x y -----) dx + p  (x) dy = 0

Pentru a fi o ecuație exactă trebuie ca

adică 2xp  (m) =  p' (x) , din care deducem [In (p  (x))]' =  [x2 ] , deci

Ecuația dată  se transformă în ecuația exactă p (x) \2 x y  -  -  dx + p  (x) dy =  0. Inte- 

grînd, obținem succesiv

=  0,
•/ XO yo

deci yp. — :—-dx + yp  (x0 ) — yo p  (x0 ) =  0. Rezultă soluția
Io X

1 
y = —r VW  (x0 ) +  J 

. Io

dx

care verifică condiția inițială y ( r 0 ) =  yo- Expresia soluției generale este

1 
y = —r — -d x  , 

x

unde C  este o constantă arbitrară, iar este o prim itivă a lui
J x  x

Ecuația diferențială a lui Bernoulli. Ecuațiile diferențiale de tip Bernoulii au forma generală

,m

unde p ,q  : E  —> R. sunt funcții continue definite pe un interval E, iar m. este un număr real diferit 

de 0 și de 1. Când m  este 0 sau 1, ecuația este liniară sau cu variabile separabile. Această ecuație 

diferențială se transformă într-o ecuație liniară prin schimbarea de funcție Z = y i r n .
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Exemplul 7.23 Determinați soluția generală a ecuației y' H— y = x 2y2 . 
x

Rezolvare: Ecuația este de tip Bernoulli, cu m =  2. Vom reduce ecuația aceasta la 
o ecuație liniară făcând schimbarea de funcție z = y ^ 1. Derivînd, obținem z' = —y~2y'. 
înmulțind ecuația dată cu —y~2 obținem —y~2y ' -----y - 1  = —x 2 . Făcând înlocuirile,

1 X

obținem z ' ---- z = —x 2 . De aici deducem că 
x

unde c este o constantă. Deoarece z = y 1 rezultă că y = z \  deci soluția generală a
ecuației date este

_  2
x  (2c — z2 )

Exemplul 7.24 Ecuația diferențială a lui Darboux

M  (x, y)dx + N  (x, y) dy + P (x, y) (xdy — ydx) = 0,

unde M  și N  simt funcții omogene de gradul m, iar P  este funcție omogenă de gradul l, 
se poate reduce la o ecuație Bernoulli făcînd substituția y = zx, unde z este noua funcție 
necunoscută. Obținem

M  (x, zx) dx + N  (x, zx) (xdz + zdx) + P (x, zx) x 2dz =  0,

sau
xm M  (1, z) dx + x m N  (1, z) (xdz + zdx) + x l+ 2P  (1, z) dz =  0,

sau
[M (1,2) +  zN  (1, z)] dx + [xN (1, z) + x l+ 2~m P  (1,2)] dz = 0

în această ecuație considerăm că x este funcția necunoscută, iar z este variabila inde­
pendentă. Dacă M (1, a) + aN  ( l,a ) =  0, atunci funcția constantă z = a, deci y = ax, 
este o soluție singulară a ecuației diferențiale. în punctele unde M  (l,z )  + zN  (1,2) nu 
se anulează, împărțind cu M  (1,2) +  zN  ( l , z ) , ajungem la ecuația diferențială de tip 
Bernoulli

*  . W . * )  r  =  ^ - ^ ( i , ^
dz M  (l,z )  + zN  (l,z )  M  (1, z) + zN  ( l,z )  ’

Integrînd această ecuație și întorcîndu-ne la variabila y, găsim integrala generală.
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Exemplul 7.25 Integrați ecuația diferențială

xdx 4- ydy 4- x 2 (xdy — ydx) = 0

Făcînd substituția y = zx, obținem: xdx + zx (xdz 4- zdx) 4- x4dz =  0. De aici deducem

dx z 1 3
dz 1 + z 2 X  1 4- z2 X  '

care este o ecuație de tip Bernoulli. Integrînd această ecuație, obținem:

-^  =  C (1 4- z2) 4- (1 4- z2) arctan z + z

yRevenind la y, obținem integrala generală: C (x2 4- y2 ) 4- (x2 4- y2 ) arctan — F xy — 1 =  0. x
Ecuația diferențială a lui Riccati. Ecuația diferențială

y = p  (x) y2 + q (x)y  + r (x) ,

unde p,q ,r : I  C. R  R  sunt funcții continue, se numește ecuația diferențială a lui Riccati. S-a 

constatat că această ecuație nu este rezolvabilă în toate cazurile prin metode elementare. Se arată ușor că 

dacă se cunoaște o soluție particulară a ecuației, y — yi (x) , atunci rezolvarea ei se reduce la rezolvarea 

unei ecuații diferențiale Bernoulli. prin schimbarea de funcție Z=  y - y i ^ ) -

Exemplul 7.26 Determainați soluția generală a ecuației diferențiale

y' 4- 2xy2 - y -  =  0x 2

Rezolvare: Constatăm că ecuația dată este de tip Riccati. Intr-adevăr ecuația are 
forma

y = -2 x y  + y +  — 5-

x — 1
Coeficienții ecuației simt: p(x) = —2x, q (x) =  1 și r  (x) =  — — , definiți pe un interval 

x 2 1
I  care nu conține pe 0. Vom considera I  =  (0, 00). Observăm ca, y = ŷ  (x) = - ,  x E I, 

x
este soluție a ecuației date. Pentru a determina soluția generală a ecuației date, facem
schimbarea de funcție z = y — y  ̂(x) = y  . Rezultă y' = z '  —. înlocuind în ecuație 

x------------------------- x 2

obținem
2 1'

x
X — 1
X2X 2

=  —2x z 4- - x
Făcând calculele, obținem z' = —2xz2 — 3z. Această ecuație Bernoulli se reduce la o 
ecuație liniară prin schimbarea de funcție u =  z - 1 . înmulțind cu z~2 , ecuația devine
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z 2 ■ z' = —2x - 3 - 2  1. Avem u' = —z 2 • z'. înlocuind, obținem —u' = —2x — 3u, adică 
u' — 3u = 2x. Soluția generală a acestei ecuații liniare este

u
1

—3dx dx

c —

2
=  c • exp (3r) — -  (3 i +  1),

unde c este o constantă oarecare. Rezultă

1
Z — 2

c • exp (3i) — -  (3 i +  1)

Soluția generală a ecuației date este

1 y = z + - = 1
2

c • exp (3x) — -  (3z +  1)

1
X

Ecuația diferențială a lui Lagrange. Ecuația diferențială y = x f  (y') + g ^ ) ,  unde

f ,g : E ( Z H  —> R , f  (x) f  X, sunt funcții de clasă C 1 , se numește ecuația lui Lagrange. Rezolvarea 

ei se face astfel: 1) înlocuind y' = p, obținem

y = x f ( p ) + g  (p)

2) Diferențiind, obținem

dy = f  (p) dx + x f '  (p) dp + g' (p) dp

3) înlocuind dy = fd x  = pdx și ordonînd, obținem

( /  (p) - p ) d x  + [ x f  (p) -I- g’ (p)[ dp = Q

Se verifică imediat că această ecuație diferențială este liniară în necunoscuta X și variabila independentă 

p. Rezolvînd-o, obținem soluția sub forma X = (j) (p, c) . Din relația y = x f  (p) + g (p) , rezultă 

y ~  4> (p, c) f  (p) + g (p) . Soluția generală este exprimată parametric prin

2 =  <KP, C)
y =  <t>(p,c)f(p) + g(p) ’

unde p este parametru, iar C este constantă arbitrară.
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Ecuația diferențială a lui Clairaut. Ecuația diferențială a lui Clairaut este ecuația lui Lagrange 

în cazul f  (p) = p, pentru orice p G E. Deci forma ecuației lui Clairaut este

y = xy' + g (y')

Aplicînd același procedeu ca la ecuația lui Lagrange, obținem succesiv:

y = xp + g(p), dy = pdx + xdp + g' (p) dp, (x + g' (p)) dp = 0

Dacă dp =  0, obținem p — C, unde C este o constantă arbitrară. Deci y' = C, iar soluția generală este

y = xc+  g(c)

Dacă X + g' (p) =  0, avem X = —g' (p) și y = —g1 (p) p + g (p) , adică se obține soluția exprimată 

parametric prin
f % =  -g ' (p)
[ y =  -g '(p ) p + g (p) ’ 

care este o soluție singulară.

Exem plul 7.27 Determinați soluția generală a ecuației y =  2xt/ +  y'2 .
Rezolvare: Ecuația considerată este de tip Lagrange. Punem y' = p și obținem

y = 2xp + p2

Diferențiind obținem pdx = 2pdx + 2xdp + 2pdp, deci

pdx + (2x + 2p) dp =  0, sau — 
dp

. . .. c 2Soluția generală a acestei ecuații este x = — ---- p, p 6
3

- i  =  - 2
P

/  C R, unde I  este un interval

care nu conține pe 0, iar c este o constantă reală arbitrară. Din relația y = 2xp + p2 , 
deducem reprezentarea parametrică a soluției generale a ecuației date:

2

1 2 
“  3 P

,p e  I,

unde c este o constantă reală arbitrară.
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Exemplul 7.28 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale y = xy' H— -. 
. . . . . . y

Rezolvare: Ecuația considerată este de tip Clairaut. Punem y' = p și obținem y =
xp -\— , pentru orice r G R ș i p G / c R ,  I  fiind un interval care nu conține pe 0. Vom

P 1
considera I  =  (0, oo). Diferențiind, obținem pdx = pdx + xd p ---- -dp, sau, ordonând,

x ] dp = 0

O posibilitate este x =  ^-, din care deducem reprezentarea parametrică a soluției
• i P

singulare:
1 

x = —

\ y = -l  p
în acest caz putem obține forma explicită a soluției singulare, eliminând parametrul p :

Altă posibilitate este dp = 0, din care deducem p = c, unde c este o constantă 
arbitrară. Soluția generală a ecuației considerate rate y = xc H— , unde c 6 (0, oo) este 
o constantă arbitrară.

Ecuații algebrice în y '. Considerăm un domeniu E  din R2 și funcțiile continue ^  '. E  —> R, 
0 < i < n.

Notăm

P (^, V, i) = ^ a k (x, y) tn  k 
k=0

Ecuația P  (x , y, y') =  0 se numește ecuație diferențială de ordinul întâi, de gradul îl în raport cu 

y'. Pentru a găsi soluții ale acestei ecuații procedăm astfel: determinăm mai întâi rădăcinile ecuației 

algebrice

P (x, y ,t) = 0; t e  C, 

în care am înlocuit formal pe y' cu t, și apoi rezolvăm fiecare ecuație diferențială y' = t (x, y) , t (x, y) 
fiind o rădăcină a ecuației menționate.

Exemplul 7.29 Rezolvați ecuația diferențială y'2 — 2xy' + x2 — y2 =  0.
înlocuind y' = t, obținem t2 — 2xt +  x2 — y2 =  0. Rezolvînd, obținem ti = x +  t/și 

t% = x — y. Revenind la substituție, avem:
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cu soluția generală y = cex  — x  — 1, și

y' ^ x - y ,

cu soluția generală y = ce~x  + x — 1. Cele două soluții generale se pot reprezenta sub 
forma

[{y + .T +  1) e~x  — c] [(y — x  + 1) ex  — c] =  0

7.1.4 Ecuația lui Pearson

Ecuația diferențială cu variabile separabile

dy ( x - c ) y
dx CQ + CiX + C2X2 ’

unde CQ, Ci, C2 și c simt constante, a fost considerată de K. Pearson în Statistica Matem­
atică pentru a genera diferite funcții de frecvență. Este evident că nu orice soluție a 
ecuației diferențiale este funcție de frecvență, deoarece funcțiile de frecvență sunt pozi­
tive și mărginesc împreună cu axa Ox o arie egală cu 1. De aceea luăm soluțiile numai pe 
intervalele pe care acestea sunt pozitive, iar pe intervalele în care sunt negative completăm 
cu valoarea 0.

1) Pentru cj =  C2 =  0, CQ = —a2 și c — m  ecuația devine

dy _  (x -  m) y 
dx —a2

Separînd variabilele și integrînd, obținem

dy 
y

x — m
a2 dx, lny = — + InC, ’ y 2cr2

adică
(z -m)^

y = Ce 272

Punînd condiția
I  Ce 2^2 dx = 1,

J — 00
rezultă C = ^ ^ , deci se obține funcția de frecvență

1y = - = ^ - e  2a2

a distribuției normale N  (m, a ) .
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2) Curbele lui Pearson de tipul 1 se obțin când trinomul c© +  c^x + c2x 2 are rădăcinile 
Ai și A2 reale și diferite. în acest caz soluția ecuației diferențiale are forma

y = a (x  — Ai)"11 (A2 — x)m 2 , Ai < x < A2

Când Ai =  —A și A2 =  A, forma soluției este

y = a  (A2 — xd2^™, —A < x < A

și corespunde curbelor lui Pearson de tipul 2.
3) Când c2 =  0, soluția are forma

j/ =  a(co + C\x)m  x > — —
Ci

și conduce la curbele lui Pearson de tipul 3. Pentru Co =  0, Ci =  1, m =  ^ -  1 și a =  ,̂ 
obținem funcția de frecvență

y = a x 2 e 2 , x > 0

Distribuția cu această funcție de frecvență se numește distribuția %2 a lui Helmert- 
Pearson.

4) Când trinomul Co +  C}X + c2x 2 are rădăcinile complexe, atunci soluția ecuației 
diferențiale are forma

n ardg —3i23^= 
y = a (c0 + c^x + c2x 2 )m e v ^ - c ?  , x  g R

și conduce la curbele lui Pearson de tipul 4.
5) Când trinomul c0 + c^x 4- c2x 2 are rădăcina dublă Ai = A2 =  A, atunci soluția 

ecuației diferențiale are forma

y = a (x  — A)m e~»^

și conduce la curbele lui Pearson de tipul 5. v

7.1.5 E xistența și unicitatea soluțiilor

Fie XQ și yQ două numere reale oarecare, a și b două numere reale pozitive,

I  =  [r0 -  a, x 0 + a], J  =  [y0 -  6, î/o + 6], A  = I  x J,

iar /  : △ —> R., o funcție dată.
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Teorema 7.1.1 Dacă f  este continuă pe A, și lipschitziană pe A  în raport cu y, adică există o 
constantă pozitivă L astfel încât

( / ( ! , } ) - f ( x , Y ) \ < L \ V - Y \ ,  (V) (x ,V ) , ( z ,Y )  e  &,

atunci ecuația = f  (x,y) admite o soluție unică pe intervalul I Q =  [io -5 ,T O + ^  unde 6 = ax
min ^a, —  ̂  și M  = sup { |/  (x, y)\ | (x, y) E △} , care verifică condiția inițială y (io) =  yo-

Condițiile teoremei se îndeplinesc dacă f  și f y sunt continue pe △. Demonstrația se face prin metoda 

aproximațiilor succesive. Se arată mai întâi că problema Cauchy pusă este echivalentă cu determinarea 

unei funcții continue y : I  —► R., care să verifice egalitatea

y(x) = yQ + f ( s ,y ( s ) ) d 
J XQ

Apoi se definește un șir de funcții continue (t/n)n £ N astfel:

, X E I

y0 : Io -^  J, y0 (x) = y0 ,

yn  '■ h~>  J, yn (x) = y 0 + f  ( s ^ n - i ^ d s ,  (y) x e Io , n e~N*.
J XQ

Se arată că șirul este uniform convergent pe I Q către o funcție y : I Q —* J, unica soluție a ecuației 

considerate pc I Q. Funcția yn  se numește aproximarea de ordinul n a soluției.

Exemplul 7.30. Folosind metoda aproximațiilor succesive, determinați aproximarea 
de ordinul 3 a soluției ecuației diferențiale y' = x 2 + y2 , care verifică condiția inițială 
y(o) =  o.

Rezolvare: Șirul de funcții (^n )n e N > care converge către soluția problemei Cauchy 
menționate, este definit de metoda aproximațiilor succesive astfel:

Vo (x) = 0
Vn (x) =  J  [s2 + y2

n ^  (s)] ds, ri E N* 
o

pentru orice x E I  = [—<5,6], <5 fiind un număr suficient de mic încât șirul să fie uniform 
convergent pe I. Deci

yi ( ^  =  /  [s2 
o

+ O2] ds =  ^x3 ,

s2

0

1^
9

,6 .  1  3 1  7
ds = + — x ‘,

3 63

s2 .6

o .
1  3 1  7
- x 3 +  — X7
3 63

2
2079

— s1 0 4 189
n ■ _ L

——  s 14 ds = 
3969

59535
X 1 5
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Exemplul 7.31 Determinați soluția problemei Cauchy y' = x 2 + y, y(0) =  0, 
folosind metoda aproximațiilor succesive.

Rezolvare: Șirul de funcții (yn )n 6 N , care converge către soluția problemei Cauchy 
menționate, este definit de metoda aproximațiilor succesive astfel:

' y0 (x) = 0
X

yn (x) =  f \ s 2 + yn-1 (s)] ds, n e  N* 
o

pentru orice x E I  = [—8,6] , 6 fiind un număr suficient de mic încât șirul să fie uniform 
convergent pe I. Deci

yi (x ) =  Jl®2 +  °] ds = ^ 3 ,
o

o

o

1
s2 + - s 3 ds =  - x 3 4— — x4 =  2!

33 3 33--44

s2 4— s3 4— — s4 ds =  2!
33 3-4

1  3 

3!X

1  3 1

r  + 4Î

4!^ 5!

.4

.5

Presupunem că, pentru un n G N, n > 1, avem

yn (x) =  2! t 3 4- ^ 4 1 ]
(» + 2)! )

Deducem

yn + } (z) .s2 +  2!
1  „ n + 2  )

(«4-2)! ) ds =

0  + 3)! )
( r 1  +  2!

1  „ n + 3

(n + 3)!

ceea ce arată că formula

yn O  — 2! f - s 3 4- —x4 4- • • • 4- 1 n+2 )
(n + 2)! )

este valabilă pentru orice n G N*. Rezultă

y ( x ) lini yn  (z) = 2! (  ^ ?  4- ^ x 4 4------ I- 1  r n + 2 

(«4-2)!

2! ( e1 -  1 -  z -  - z 2

( 2 =  2c1 -  2 -  2z -  z2

Deci soluția problemei Cauchy considerate este y =  2ex —2 —2z —z2 . Observăm că soluția 
găsită este valabilă pentru z G R.
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7.2 Zece exem ple din fizică și chimie

1) într-un rezervor se află o cantitate A de substanță dizolvată în B  litri de apă. Apoi, 
în fiecare minut, în rezervor intră M  litri de apă și ies N  litri de soluție (M > N). Găsiți 
cantitatea de substanță în funcție de timp.

Rezolvare: Fie x (t) masa substanței din rezervor, iar V  (t) volumul soluției, în litri, 
la momentul t al procesului. Din ipoteză rezultă

V (t) = B  + M t -  N t,

X (t\ 
t fiind măsurat în minute. Concentrația soluției la momentul t este . In intervalul

[t,t + At] avem
X (t) 

x ( t  + M ) ^ x { t ) - y ^ N ^ t

Ordonînd convenabil, avem

■T (t + At) -  X (t) X (t)
k t  V  (t)

Trecînd la limită, pentru Ai —> 0, obținem ecuația diferențială a procesului: 

dx x 
dt =

Aceasta este o ecuație cu variabilele separabile. Separînd variabilele, obținem

dx _  N  d
T  ~  ~ B  + (M  -  N ) t

Integrînd, obținem
111 W  =  ~ M ^ ~ N  111 | B  +  ( M  '  "> (| +  ' " |C | ’

din care deducem
X  ̂  =  ~ ■ N

\B + (M -  N ) t ] ^

Condiția inițială este x (0) =  A. Deducem mai întâi C = AB M ~N , iar apoi

x (t) = A
B

B  + ( M - N ) t

N

M - N

2) într-un rezervor se află 100 litri de soluție care conține 10 Kg de sare. în rezervor 
se aduce apă cu viteza de 5 litri /  min și se scoate soluție cu aceeași viteză. Presupunem 
că omogenizarea soluției se face instantaneu. Câtă sare rămâne în rezervor după o oră?
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Rezolvare: Suntem în cazul problemei precedente cu 4  =  10, B =  100, iar M  = N  = 
5. Suntem conduși la ecuația diferențială — =  —^d.t. Integrînd, obținem x (t) = Ae~B *. 
După o oră avem

x  (60) =  lOe’ ^ 60 =  10e’ 3 =  0 ,49787JQ ~  0 ,5Kg.

3) O substanță A se transformă în altă substanță cu o viteză proporțională cu masa 
de substanță A netransformată. Dacă masa de substanță A este de 31,4 g după trecerea 
unei ore și de 9,7 g după trecerea a trei ore, atunci determinați:

a) Masa de substanță la începutul procesului.
b) Peste cât timp de la începutul procesului rămâne doar 1% din masa inițială 

de substanță A.
Rezolvare: Dacă notăm cu m (t) masa de substanță A existentă la momentul t, atmici, 

pentru intervalul de timp [t,t + k t ] , avem:

m (t + k t)  ~  m (t) — km (t) k t

Deducem
m (t + k t)  — m (t) 

k i ~  — km. (t)

Făcînd k t  —* 0, obținem ecuația diferențială a procesului:

dm 
dt

=  — km

Aceasta este o ecuație cu variabilele separabile. Integrînd, obținem m (t) = m  (0) e k t 
a) Exprimînd timpul în ore, condițiile devin:

m (l)  = m (0)e * =  31,4

m (3) =  m (0)e 3fc =  9, 7

Î v J M O )]3 (31,4)3 ,
Împărțind egalitățile, obținem------  = --------- , dm care deducem

m  (0) 9,7

Deducem și

(0) =  =u  V 9 >7

31,4 31,4
“  m(0) “  56,495

56,495^

=  0,5558
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b) Condiția se exprimă sub forma

——m (0) =  m (0) e w  =  m (0) (e *)* =  m  (0) (0,5558)*, 
100

din care, simplificînd cu m  (0) și logaritmînd, deducem — In 100 =  £ In 0,5558. Deci

t =
- I n  100

In 0,5558
=  7,8406 ore

4) Viteza de răcire a unui corp este proporțională cu diferența dintre temperatura 
corpului și temperatura mediului înconjurător (coeficientul de proporționalitate fiind k > 
0). Găsiți dependența de timp a temperaturii T  a corpului dacă mediul se menține la 
temperatura constantă a, iar T  (0) =  TQ.

Rezolvare: Ecuația procesului este

dT 
dt

= - k ( T - a ) ,

cu condiția inițială T  (0) =  TQ. Ecuația, fiind cu variabile separabile, se integrează imediat 
și obținem soluția

T ( t ) = a + ( T Q - a )>e - k t

5) Un corp se răcește, într-un mediu cu temperatura constantă a =  20° C, astfel 
încât după 10 minute temperatura scade de la 100° C la 60° C. în cât timp temperatura 
corpului ajunge la 25° C 7

Rezolvare: Ecuația diferențială a procesului este, conform problemei precedente,

T  (£) = 20 +  SOe^

Măsurînd timpul în minute, condiția dată devine

60 =  20 + 80e“10fc

Simplificînd calculele, obținem e-10fe =  0,5. De aici deducem e~k =  (O,5)0,1 = 0,93303. 
Ecuația procesului devine

T (t)  =  20 + 80- (0,93303)t

Condiția T  (t) =  25 ne conduce la 20 + 80- (0,93303)t =  25. De aici deducem (0,93303/ = 
1/16, din care rezultă

t =  ;— ~  39, 998 ~  40 minuteIn 0,93303
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6) S-a constatat experimental că viteza de dezintegrare a radiului este proporțională 
cu cantitatea sa (nedezintegrată). în decurs de un an, din fiecare gram de radiu se 
dezintegrează 0,44 miligrame. După câți ani se dezintegrează jumătate din cantitatea 
inițială?

Rezolvare: Ecuația procesului are forma —& =  —km, unde k > 0 este o constantă 
specifică radiului. Soluția generală a ecuației diferențiale este m (t) = m (0)e~ k t . Ex- 
primînd timpul în ani și masa în miligrame, condiția dată devine

m  (1) =  1000 -  0,44 =  1000e“fc

De aici deducem e~k  =  999,56/1000 =  0,99956. Ecuația procesului devine

m (t) = m  (0) [0,99956]1

Cerința problemei devine
^  =  m(0) [0,99956]', 

din care deducem [0,99956]' = 0,5. Deducem

t = ln0,5 .
-— T— — — —  ~  1575 ani In 0, 99956

7) Cantitatea de lumină care se pierde la trecerea unui fascicul printr-un strat de apă 
este proporțională cu cantitatea de lumină care cade pe strat și cu grosimea stratului 
parcurs (constanta de proporționalitate fiind fc > 0). Cunoscînd că prin parcurgerea unui 
strat de apă gros de 2 metri se pierde 1/3 din fluxul inițial, găsiți ce parte: se pierde când 
se străbate un strat de apă gros de 12 metri.

Rezolvare: Notăm cu </> (r) cantitatea de lumină care rămâne după ce fasciculul de 
lumină a parcurs un strat de apă de grosime egal cu x. în intervalul [x, x  + Ar] avem:

0 (x 4- Ax) ~  </> (x) — k(p (x) Ax,

din care deducem

Trecînd la limită, pentru Ax —► 0, obținem ecuația diferențială a procesului:

y  = ax
care este o ecuație cu variabile separabile. Soluția generală este
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Din ipoteză deducem 0 (2 ) =  |0 (O ) , adică ^ ( 0 )  =  0 (0 ) e 2 k . De aici rezultă e k  — 
^ / |  =  0,8165. Soluția capătă forma

0 (z )  = 0 ( 0 )  [0,8165]*

Deducem 0(12) =  0 (0) [0,8165]12 , iar

0(0) -0 (1 2 )  =  1  _  ^ 8 1 6 5 j i 2  =  9 1 ) 2 2 % ,

0(0)

adică pierderea este de aproximativ 90%.

8) Viteza de scurgere a apei dintr-un vas printr-un orificiu este da tă  de formula obțin­

u tă  experimental: v =  0, 6 • \/2gh, unde h este înălțim ea nivelului apei față de orificiu, 

g este accelerația gravitațională (se ia g =  10m /s2 ). In cât tim p se scurge apa dintr-un 

rezervor cilindric cu diam etrul 2R  =  1 m și înălțim ea H  =  1, 5 m, printr-un orificiu aflat 

pe fundul rezervorului, avînd diam etrul 2r =  0, 05 m.

Rezolvare: Notăm cu x (t) înălțim ea apei în rezervor la  momentul t. Deoarece volumul 

de apă care se scurge din rezervor în unitatea de tim p este 7rr2 • v, rezultă că

K R 2 ■ x  (t + A i) ~  TTR 2 • x (t) — 7tr2 • 0 ,6  • \/2 g x  (t) ■ A i, adică
x (t +  Ai) — x  (t) r 2 /----- —

Am ținut cont că volumul de apă din rezervor la momentul t + A t  este egal cu volumul la 

momentul t minus volumul scurs în intervalul [i, t +  At] . Trecînd la lim ită pentru A t —» 0, 

obținem ecuația diferențială a procesului:

dx r 2 /------—

Separînd variabilele, avem 
dx r 2 „ /— ,

2 ^  =  ~ ~ R ^  3

Integrînd, obținem 
/-----  i’2 /—  /-----

vw ) = -  3 ■ ■1 + vM°)
Ne interesează valoarea lui t pentru care x (t) =  0, adică 

0 r 2 /—  /------=  - j ^ 0 ’3  - x/2p • * +  v^T oL

din care deducem

y ^ O )  • 7?2 y î 0 - ( o . 5 ) 2

0 ,3 - y f i g - r 2 (0.3) ■ \/20 • (0.025)2 =  365,15 ~  6 min 5 s
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9) Un glonț cu viteza de 400 m/s trece printr-un perete de grosime h = 20 cm 
și continuă mișcarea cu viteza de 100 m/s. Considerînd că rezistența peretelui este 
proporțională cu pătratul vitezei glonțului, găsiți timpul de trecere prin perete.

Rezolvare: Procesul este dirijat de ecuația

= —k ^
dt

. du
Condiția inițială este v (0) =  400. Separînd variabilele, avem m —  = —kdt. Integrînd,

obținem -— =  —kt + C, unde C este o constantă arbitrară. Condiția inițială ne dă 
v~ m , m  y ,C ----- , deci soluția devine — = kt + -— , din care deducem400’ V v 400’

Notînd cu x (t) spațiul parcurs de glonț de la momentul impactului cu peretele pânâ la
momentul t, avem

m

kt H------
400

Integrînd, obținem
! ( « ) = - ! „ ( «  + — ) + C „

unde Ci este o constantă arbitrară. Condiția inițială x  (0) = 0, ne dă Cj =  — — In k
iar soluția devine

, m  i * ^  400 M  T ( 400A:t \
r  t =  -  In ---- =  -  In ---------------+ 1

k k \  m  /
400

Fie ti momentul cu proprietățile: r f t j  =  /iși v ( t j  =  100. Rezultă

m  /  400fcti
— In ------- - + 1
k \  m

m
0.2; ---------m =W 0

“ , +  400

1 1 ■ 1 400^1 , , T , 1 1 m  1 XDin ultima relație rezu lta---------- 1-1 =  4. Inlocumd în prima relație, obținem — ln4 = 
m------------------------- k

0,2. Revenind la ------- - + 1 = 4 ,  deducem ti =  ----  • — =  —  • =  0,001082025
m  400 A: 400 ln4

secunde.
10) O substanță trece din starea solidă în starea gazoasă cu o viteză proporțională 

cu aria expusă (constanta de proporționalitate fiind fc > 0). Să se studieze evoluția razei 
unei bile din acea substanță, dacă la momentul inițial raza bilei era TQ-
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Rezolvare: Fie r (t) raza bilei aflate în stare solidă la momentul t și p densitatea sub­
stanței respective. Cantitatea de substanță în stare solidă la momentul t este ^-r3 (t) p, 
iar viteza de evaporare este v (t) =  47rr2 (t) k. în intervalul de timp [t, t +  Ai] avem

— r 3 (t + Af) p ~  — r 3 (t) p — v (t) Ai =  ^ r 3 (t) p — 47rr2 (t) kA t
3 3 3

Simplificînd calculele, obținem

r 3 (t +  At) -  r 3 (t) „
— ---------------- — P ~  —3r^ (t) k

Trecînd la limită, obținem

3r2 ^  =  “ 3 r 2  k

Simplificînd, obținem ecuația diferențială a procesului:

dr (t) k
dt p

k 
Integrînd, obținem soluția r (t) = ----t + r0 .

P

7.3 E xerciții propuse

1. Arătați că y =  ̂+ Ce 3 l este soluția generală a ecuației y' + 3y — 1.

2. Arătați că (y — |)  e31 =  c, reprezintă integrala generală a ecuației y' + 3y =  1.

3. Să se arate că ecuația y' = x + y are soluția y = cex  — x — 1, pentru orice constantă 
c. Să se determine soluția care verifică condiția inițială y (x0 ) =  yo, unde x0 și yo 
sunt numere reale.

4. Determinați soluția generală a ecuației Riccati cunoscînd o soluție y  ̂ a ei:

(/ a) y'(  + n2 xy 9̂  - y ------—— 1  =  n0 , Î/ J =  
1
x

(b) y' + y2 — (sinx +  cosx )y  — 2cosx = 0, ŷ  = sinx -I-cosx;

(c) y' - ț y 2 -—- =  0, în = Ax, imde A este o constantă;3x2 ’ ’ ’

5. Să se integreze ecuațiile diferențiale de forma y' = f  (x) și să se traseze curbele lor 
integrale:
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(a) y' = - , x

y' = - x  3,

(d) y' = | ^ “^

6. Să se integreze ecuațiile diferențiale

(a) y' = 2y,

(b) y' =  2 ^ ,

(c) y' = y2 ,

(d) y' = 3y 3 și să se traseze curbele lor integrale;

7. Să se integreze ecuațiile diferențiale:

(a) x (y2 — l)d x  + y (x2 — l)dy  = 0,

(b) V i -  x 2dy — \ / l  — y2dx = 0,

(c) xy/1 — y2dx -I- y ^ l  — x 2dy =  0,

(d) , d x  = tu
>/a2 — x 2 y/b2 — y2

8. Să se integreze ecuațiile diferențiale:

(a)

(b)

y - x 
y + x ’

(d) y '=
2xy 

x 2 — y2

9. Să se integreze ecuațiile diferențiale:

(a) y' ~
1 +  2z

^y  =
1 +  2 i
x + x 2 '

2
(b) y1 - ~ y  = X3 ; X
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1
(c) y ' - - y = - ^x  y4

4
(d) y '— y = x y/y\X

X(e) y' + xy = ----;
y

1 2  1
(f) y' -  ^y2 -  =  o ș t i i n d  c ă  31-6 s o l u t i a  ŷ

(g) (z2 -  y) dx + (y2 - x ) d y  = 0;

(h) y = 2xy' 4- y'2 ,
(i) y = xy' -  ^y '2 .

10. Să se integreze ecuațiile diferențiale cu variabile separabile:

(a) x 'm ^ t  cot x 4- tan t sin2 x =  0;

(b) tx' = x + x 2 -,

(c) tx'x = 1 — t2 ;

11. Să se integreze ecuațiile diferențiale omogene sau reductibile la acestea:

(a) tx' = x — t\

(b) tx' = — (t + x) ;

(c) t2x' = x (t  — x) ;

(d) 2txx' — t2 + x2 ;

(c) (^2\/tx — /) x' = —x;

(f) tx' = x + Vt2 + x2 ;

(g) (4x2 4- 3tx 4- t2) x' = — (x2 + 3tx + 4t2) ;

(h) 2txx' = 3x2 — t2 .

12. Să se integreze ecuațiile diferențiale liniare sau reductibile la acestea:

(a) tx' — x + tx\

(b) tx' = —2x 4-t4 -

122
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(d) (x2 — 3t2) a/ +  2tx =  0;

(e) tx ' = —x — tx 2 ;

(f) 2txx' = x 2 — t;

(g) {2t — t2x) x' = —x;

(h) tx 1 = —2x (1 — t x ) .

13. Să se integreze ecuațiile diferențiale exacte sau reductibile prin metoda factorului 
integrant:

(a) (t + 2x) x' + t + x = 0;

(b) 2tx' +  t2 +  2 i +  2t =  0;

(c) (3t2x — x2 ) x' — t2 + 3tx2 — 2 =  0;

(d) (t2x + x 3 + t) xr — t 3 + tx 2 +  a; =  0;

(e) (x2 — 3t2) x' + 2tx = 0;

(f) 2txx' — (t + x 2) =  0;

(g) tx ' — z (1 + tx) =  0;

(h) t (x3 +  In t) x' + x =  0;

14. Să se integreze ecuațiile diferențiale de tip Lagrange sau Clairaut:

(a) x = ^tx' +  a /3 ;

(b) x = x' + \ / l  — x '2 ;

(c) x = (1 + x') t + x ’2 ;

(d) x = —\x! (2t + x ') ;

(e) x = tx' + x '2;

(f) x = tx' + x';

(g) x = tx' +  Vi +  a /2 ;

(h) x = tx' + —.
x'

15. Determinați aproximările de ordinul 3 pentru următoarele probleme Cauchy:

(a) y r = y, y(0) =  1;
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(b) y' = x + sin y; y (0) =  7r;

(c) y' = y2; y (0) =  1;

(d) y' = y2 + l, y(0) = 0 ;
/ x , sinzy
(e) y = ------- ,V 1 =  0;x
(F) V' = Y ^ 'V ( ° ) = ° -
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Capitolul 8

Sisteme diferențiale de ordinul întâi

8.1 Noțiuni fundamentale și exemple

Forma unui sistem diferențial. Forma generală a unui sistem diferențial de ordinul întâi, cu îl 

funcții necunoscute (îl 6  N *) , este

dy^ dyn \
■Fyii' ' ' , y™ , ’ ’ Jax ax /

(8.1)
dyi

x ,y u  - ■ ■ ,y n ,-7 -- ax

în care K  : D  C  R 2 n + 1  R , pentru 1 <  î <  îl,
. . dy^ variabilele ——, 

ax

sunt funcții date, astfel încât fiecare dintre
dyn  . .., —— să apară efectiv în cel puțin una din relațiile (8.1) și fiecare dintre funcțiile
ax

dy]
Fi să depindă efectiv de cel puțin una dintre variabilele ——. 

ax '
dyn  . .

, ——. Forma normală a unui sistem
ax

diferențial de ordinul întâi este

dyi 
dx = f i ( x , y u  - ■ ■ ,y n )

dyn f  / \= fn { x ,y u  - .y n )

în care f i  : E  Q R n + 1  R , pentru 1 <  î <  îl, sunt funcții date. Dacă funcțiile f \ , ' - - , f n  nu 

depind de X, atunci sistemul se numește autonom.

Soluție. Prin soluție a unui sistem diferențial se înțelege un set de funcții (y i , • ■ •, yn) , yi ’. I  —>

125
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R , I  fiind un interval, astfel încât: 

' /  d y A x \ dyn (xY \ „
^ i i , ! / i yn ( x ) , — — ,• • •, — —  I =  o 

<  , (V) x e  7,

F„n
  (/  x ^ x ) , - - -  ,y dy-Ax) dyn ( x ) \  „

n ( z ) , — — , • ■ •, — ---- ) =  O
y U/JL UJJL> J

pentru sistemul (8.1), respectiv

I
dyi ^  f  \ 

.............................. , (V) z  e  7, (8.2) 

= f n  (z, y i ( x ) , - - - , y n  (z)) 
dx 

pentru sistemul normal.

E xem plu l 8.1 Sistemul diferențial 

। । dyi 3 o 1 nx  + yiy2 + T ~ y3  -  z  -  3z -  1 =  o dx 
dy, dy2 dy3 2*  1—- 1—~r~ + xy i — x  — 2z — 3 — 0 
dx dx dx
dy2 dy2 dy3  2—----- xy 3 -1- —----- ----- 1- 2z 2 -  5 r  =  0

\  dx dx dx
adm ite soluția (z, z 2 , 2z +  1), r  G R , deoarece înlocuind y\ cu z, y2 cu z 2 , y3 cu 2z +
1 și =  1, =  2z, —̂  =  2 în sistem, se obțin egalități adevărate.

dx dx dx
Observații. 1) Literele y  ̂ desemnează funcțiile necunoscute ale sistemului diferențial, iar litera X 

. . . t . dyi .desemnează variabila independentă a acestor funcții. In locul expresiei —— se folosește adesea expresia 
dx

y i . Funcțiile necunoscute și variabila independentă pot fi desemnate prin orice fel de simboluri, dacă nu 

se crează confuzii.

2) Determinarea soluțiilor unui sistem diferențial este un proces numit rezolvarea (sau integrarea) 

sistemului diferențial respectiv. Mulțimea de definiție a soluției se determină, de regulă, odată cu soluția.

3) Soluția (y i , ■ • • , y-n) : I  —* R ” se poate indica sub forma

yi = y i ( x ) , - - - , y n  = yn (x ) , x  e  I

Uneori această soluție se indică sub forma y  =  (yi (z )  , . . .  ,y n  (z ))  , Z €  7.

Traiectorie. Fie (y i , • • •, yn ) o soluție pe un interval I  a unui sistem diferențial. Curba 7  C R n , 

definită parametric prin

{
yi = yi (^)

: , x e l ,

yn  = yn  (x)
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se numește traiectorie a acestui sistem diferențial. Curba T C R n + 1 , definită prin 

T =  {(x , y i ( x ) , - - - , y n (x)  | x  G / }  ,

se numește curbă integrală a sistemului diferențial.

8.1.1 Problem a Cauchy

O problemă concretă importantă și frecvent întâlnită este problema care constă în determinarea unei 

traiectorii (unei soluții) a unui sistem diferențial de ordinul întâi, care trece printr-un punct dat. Mai 

precis, problema Cauchy pentru un sistem diferențial constă în determinarea unei soluții a acestui sistem, 

y i =  y i ( x ) , - - - , y n  =  y n ( x ) ,  x  e  i ,c a r e  să verifice condițiile

y i  (x 0 ) = y w , - - - , y n  O o) =  y n o, (8.3)

unde Xo G Z și y io ,• • • , ynD E R  sunt numere date. Condițiile (8.3) se numesc condiții inițiale sau 

condiții Cauchy.

8.1.2 Soluții

Solu ție  genera lă . Se numește soluție generală a unui sistem diferențial în mulțimea E  C R n + I , o 

mulțime S  de soluții ale acestui sistem cu proprietatea că pentru fiecare punct (.XQ, yio, • • • > yno) €  E 

există o singură soluție (y i , . . .  , yn) G S , care să verifice condițiile inițiale: yi (.XQ) =  ym , ■ ■ ■ , yn (xo) 

11 nO-

S olu ție  p a rticu la ră . O soluție a unui sistem diferențial, care aparține unei soluții generale a acelui 

sistem se numește soluție particulară.

E x e m p lu l  8 .2  P e n tru  sistem ul d iferen ția l

{
dy\ , d y^ _  o 
d x  dx
dy 2 d y } ’

3*5 3 — V y 2 ~  5yi — 0
d x  dx

so lu ția  g en e ra lă  este  {yi =  c^ex  +  c2 e x , y^ =  2 c 1t I  — c2 e~ x } , x  G R , uncie c Y și c2

su n t num ere  reale  a rb itra re . L u înd  C] =  2 și C2 =  —5, se o b țin e  so lu ția  particu la ră : 

yi =  2ex  — Se "1 , y 2  =  4ex  +  5e“ x , x  G R .

In te g ra la  unu i s istem  d ife ren ția l. Un sistem de relații de forma

G i ( x ,y b  • • • ,y n ) =  0

G n  ( x ^ , - - - , y n ) =  0
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unde Gi : E  C  R n + 1  R  pentru 1 < 7  <  n , este numit integrală (soluție definită implicit) a 

unui sistem diferențial, dacă el definește implicit pe y^, ••■ , y n  ca funcții de X, pe o mulțime I  C  R , și 

setul {t/i, • • •, 7/n } format din aceste funcții este soluție pe Z a acelui sistem diferențial. Prin integrală 

generală a sistemului (8.1) se înțelege un sistem de relații de forma

G i ^ , y - h ■■■ ,y n ) =  ci

(8.4)

G n ( x ,y i ,  ■■■,yn ) =  cn

unde Gi : E  G R n + 1  —> R , pentru 1 <  î <  n , cu proprietatea că pentru fiecare ( io , 2/10, • • ‘ , UnD) € 

E ,  sistemul
G1 (z, 7/1, • • •, y n ) =  G i {x Q , y w , • • •, T/„O)

k G n (%, ?/l, ' ' • , yn) G n  (^0> yiOi ' ' ' , yno)

definește implicit pe 7/j, • • • , 7/n  ca funcții de X, pe o vecinătate ZQ C  R  a lui X Q , iar setul {T/ I , ' ‘ ‘ , 7/n} 

format din aceste funcții este soluția pe I Q a sistemului diferențial (8.1), care verifică condițiile inițiale 

y \  (zo) =  yio, - ■■ ,y n  (x 0 ) =  y n o-

F orm a v ec to ria lă  a  unui s is tem  d ife ren ția l. 1) Fie F  =  (F i, • ■ - , F n ) : D  C R2n+1 R n 

o funcție vectorială cu componentele F ,  1 <  7 <  7?.. Vom nota

dy n 
dx

Considerăm că relația

(8 *5 ) 
\  d x  /

unde 0 este vectorul nul al spațiului R n , este echivalentă cu sistemul diferențial (8.1). Rezultă că un 

sistem diferențial de ordinul întâi are forma unei ecuații diferențiale de ordinul întâi, pe care o vom numi 

ecuație diferențială vectorială de ordinul întâi.

2) F i e /  =  ( / b  • • • , / n ) : F  C R " + 1  -  R " , o funcție vectorială cu componentele f i ,  1 <  i <  Ti. 

Cu notațiile de la punctul precedent deducem ușor că relația vectorială

(8.6)

este ecliivalentă cu sistemul diferențial normal (8.2).

3) O soluție a sistemului diferențial (8.5), sau (8.6), de forma 7/j =  </>] (z )  , • • • , y n  =  fin (x ) , X € 

Z, va fi reprezentată vectorial sub forma y  =  (01 (x) , .  . . , d>n  (x ) )  , X E  I .

4) Condițiile inițiale (8.3) se exprimă sub forma vectorială y  (XQ) =  yo, unde XQ G Z și 7/o =

(î/10, • • ’ , yno) c  R n -
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Observație. în cazul n  =  1, sistemele diferențiale de ordinul întâi devin ecuații diferențiale de 

ordinul întâi. Rezultatele obținute în legătură cu soluțiile și problema Cauchy pentru sisteme diferențiale 

de ordinul întâi se transpun în cazul ecuațiilor diferențiale de ordinul întâi.

8.1.3 E xistența și unicitatea soluțiilor

Cazul general. Fie XQ, yio, • • • , y ^  numere reale date, a ,b i , ■ • • ,b n  numere reale pozitive date,

△ =  [x0  -  a, x0 +  a] x [yio -  bi, î/io +  ^i] x • • ■ x  [ y ^  -  bn , y ^  +  bn ],

i a r / i : A ^ R , l < i < n , funcții date.

T eorem a 8 .1 .1  Dacă funcțiile f i , ’ ’ - , f n  sunt continue pe A  și verifică condițiile lui Lipschitz pe 

A , adică există numerele pozitive A j , 1 < j  <  n , astfel încât

n

\ fi (x, Fi, ‘ , Y n ) -  f i  (x , î/1, • • • , 7/n)| <  J S ^  |Tj -  yf\ ,

pentru î  <  i < n , și orice (x , F j, •• • , Y n ) și (x , y \ ,  - ■ •, y n ) din △, atunci sistemul diferențial (8.2) 

admite o soluție unică pe intervalul I  =  [ig — H,XQ -}- h] , unde

=  m ac sup \fi (x , y i ,  • • ■, yn ) | ,

care verifică condițiile inițiale (8.8).

Mai întâi se arată că problema Cauchy din enunțul teoremei se reduce la sistemul de ecuații integrale 

. . f X f  d y ^ fs )  dyn ( s ) \
yi (x )  =  y i0  +  J  f i  —j  — , - -, —^ — J  ă s , 1 < t < n

Se construiește o soluție a acestui sistem folosind metoda aproximațiilor succesive. Pentru aceasta sc 

consideră niște funcții continue arbitrare Oii : I  —> R  astfel încât

(x, a i ( x ) , - - - , a n  (x)) e  △, (V) x e  I ,

numite aproximațiile de ordinul 0 ale componentelor soluției ( y \ , • • • , yn) căutate. Aproximațiile de 

ordinul p, (p G N * ), se definesc cu ajutorul aproximațiilor de ordinul p  — 1 prin

y^  (x) ^ y i 0 +  [  f i  («, y ^ 1 (» )< ••>  t â f 1 W ) ds, (V) x  e  I ,  1 < i  < n

Se demonstrează că șirurile de funcții {y^)p, • • • , (j^)p sunt uniform convergente pe I  și că
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j / i = U m ^ ( î : ) , - . - , i / n = E m ^ ( i ) j ,  x E l ,

este soluția unică din enunțul teoremei, independentă de aproximațiile de ordinul 0.

C azu l sistem elor lin iare . Prin sistem diferențial liniar cu n  funcții necunoscute se înțelege un 

sistem diferențial de forma

=  a n  (z ) yx +  a 12 (z) y2  H F  « in  (z) Vn +  Zi (z ) 
a x

< ; ■ (8.7)

®nl G^) Vi “F ®n2 (■!') 1J2 “F ’ "  "F Ĉ nn (^) Vn ~F In (z ) 
, ax

unde funcțiile aij : [a, b] —> R s e  numesc coeficienții sistemului, iar funcțiile li : [a,b] —> R  se numesc 

termenii liberi ai sistemului.

O bservație . 1) Sistemul diferențial liniar (8.7) este un caz particular al sistemului diferențial normal 

(8.2), unde funcțiile f i  sunt definite pe E  =  [a, &] X R n  și sunt de forma

f d ^ r i " ' ,  y n ) =  Oii (z ) y i  +  «i2 W 3/2 +  ■•' +  a i n  (z) y n  +  li (z)

2) Dacă toți termenii liberi sunt identic nuli, atunci sistemul este numit omogen. în caz contrar, 

sistemul este numit neomogen.

3) Dacă toate funcțiile a ^  și li sunt continue pe [a, b], atunci toate funcțiile f i  sunt continue pe E .

4) Notînd A  =  m ax  su p  |a i3- (z ) | , rezultă
l < U < n I g [a i 6]

\ f i ( x ,Y 1 , - - -  ,Y n ) ~  f i ( x , y i , - - - , y n )\ = ^  ^  a i j  ( x ) [ Y j  y j ] 

J=I 2=1

pentru orice (z , Y j, • • •, Yn ) , (z , y i, ■ ■ ■, yn) E E  și 1 < i <  n , adică se îndeplinesc condițiile lui 

Lipschitz. în urma acestor observații, putem reformula teorema Cauchy-Lipschitz pentru sistemul liniar 

(8.7) astfel:

T eorem a 8.1 .2  Dacă a ^  și li sunt funcții continue pe [a, b] , pentru orice 1 <  i , j  < n , atunci, 

pentru orice ZQ E [a, b] și pentru orice numere y^o, • • •, ynOi sistemul diferențial liniar (8.7) admite o 

soluție unică, {l/i =  y \ ( x ) , '  • ■ ,y n  =  y n  (z)}  , X E [a, b] , care verifică condițiile inițiale

yi (^o) yio> * ■ ■ > yn (^o) yno (8.8)
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8.1.4 Sistem e liniare omogene.

Considerăm sistemul diferențial liniar omogen

dy^ \ \
—  =  a n  (z )  y^ +  a 12 (1)1/2 +  +  « in  y na x

• : , (8.9)

— ^ =  a n i  ( x )  y i +  an 2  ( x ) y 2  + ■ ■ ■ +  an n  (x )  y n

în care coeficienții sistemului sunt funcțiile continue aij : I  —> R, I  fiind un interval de numere reale.

Pentru scurtarea scrierii vom folosi scrierea matriceală a unui sistem diferențial liniar. 1) Vom nota

Un

dyi 
d x

dyn 
d x

f  a(3y\ (x) d x

f  a ^ y n  (x) d x

2) Matricea

a  rin

este numită matricea coeficienților sistemului diferențial considerat. Cu aceste notații, sistemul diferențial

liniar omogen se scrie sub forma ecuației matriceale

’ dyj ‘ 

d x
O l] ( z )  • • •  f l l n W yi

dyn 
. d x  _

^ n l ( ^ )  • • • ^ nn y n

sau, pe scurt,
dy  4 x 4 / x
—  =  y sau  y =  A  (z )  y 
d x

O soluție pe 7 a sistemului omogen, cu notațiile de mai sus, va fi o funcție de forma

<̂ 1

: 7 M ^  [R]
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care verifică relația 0 Z (x )  =  A  (x ) (f) (x )  pentru orice X £  I  .S e  spune că 0  este soluția de componente 

( /> !,..., <̂ n  și va fi notată uneori prin (</>i, • • • , 0n) • Conform teoremei de existență și unicitate a 

soluției sistemelor diferențiale liniare, rezultă că pentru orice XQ E I  și yo E M n j  [R] , există o soluție 

unică a sistemului omogen considerat, y  =  y  (x) , X E I ,  care verifică condiția inițială y  (XQ) =  yQ. 

în particular, unica soluție care verifică condiția inițială y  (XQ) =  0 este soluția y  '■ I  —> M n i [R] , 

definită prin y  (x )  =  0 pentru orice X E I ,  numită soluția nulă sau soluția banală.

T eorem a 8 .1 .3  Mulțimea S Q, a soluțiilor pe I  (de sistemului diferențial omogen (8.9), este un spațiu 

vectorial real n — dimensional.

O bază a lui S Q este mulțimea | z ^ \  • • •, Z ^  } , unde

este soluția sistemului omogen, care verifică condiția inițială Z ^  (XQ) =  E{, XQ fiind un punct fixat 

din I ,  iar E i E M n J  [R] avînd toate componentele nule afară de componenta din linia i, care este 

egală cu 1. O soluție oanx-are y  E SQ, de componente y \ ,  ■ ■ ■ , y n i se reprezintă atunci sub forma 

y  =  Y . V i M z ^ .
i=l

Wronskian. Fie ^ y ^ \  . . .  , y ^  } o mulțime formată din Ti soluții ale sistemului diferențial liniar 

și omogen (8.9), iar y ^ \  . . . , y ^  componentele soluției y ^ . Funcția W  : I  —> R , definită prin

r f ’ 0 )  y ?  (^) • • • y ^  (-^)

w \x ) =  . . .

y n } (x) y f î  (x) • • ■ y ^  (x)

pentru orice X E I ,  se numește wronskianul sistemului de soluții | f / ^ \  . . . ,  y ^  |  .

T eorem a 8 .1 .4  Dacă { y ^ \  . . . ,  y ^ }  este o mulțime formată din n  soluții ale sistemului difer­

ențial liniar și omogen (8.9), iar XQ este un număr oarecare din I ,  atunci are loc relația

W  {x) = W  (x0 ) exp (  f  ( y ^ a k k  (^) H z  j

V 10 U = i /  /

pentru orice X E I .
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Observație. Wronskianul unui set format din n  soluții ale sistemului diferențial liniar și omogen 

(8.9) poate fi numai în una din situațiile: 1) nul în toate punctele intervalului I ț  2) nenul în toate 

punctele intervalului I .

Sistem fundamental de soluții. Un set ordonat format din Ti soluții ale sistemului diferențial 

liniar și omogen (8.9), al cărui wronskian nu se anulează, se numește sistem (sau set) fundamental de 

soluții. Dacă { î / ^ \  • • • , y^n ^  este un sistem fundamental de soluții, iar componentele soluției y ^  sunt 

y ț , . . . , y n  , atunci matricea

Y  =

'  (1) (2) (n) '
! /i w  • • • y i

(1) (2) (n)y \  92 • • • 2/2

(1) (2) (n)yn y n '  • • ■ y n

: I ^ M n  [R]

se numește matrice fundamentală de soluții.

T eorem a 8 .1 .5  Dacă { y ^ \  . . . ,  y ^ J  este un set fundamental de soluții ale sistemului diferențial 

liniar și omogen (8.9), atunci orice soluție a acestui sistem diferențial are forma

y =  c - iy ^  + ------F cn y ^

unde C\  ̂ . . .  ^Cn  sunt constante arbitrare.

Observație. 1) Expresia y =  C 'i^ 1’ +  • • ■ +  Cn y ^ , unde Ci sunt constante arbitrare, reprezintă 

soluția generală a sistemului diferențial (8.9).

2) Soluția generală are forma y  =  Y  ■ C, adică

y\
(2) 

Ui
țn)

?/i Ci

92
—

9 2 } (2)
92 •

(n) 
• 92 C2

y n y ^ (2) 
9 n

țn)
V n Cn

unde Y  este o matrice fundamentală de soluții, iar
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8 .1 .5  S istem e  n eom ogen e

M e to d a  varia ție i co n s ta n te lo r. Considerăm sistemul diferențial liniar neomogen

=  a n  (x) yj +  a 12 ( i )  t/2 +  ■ • • +  a l n  (x) yn  +  l x (x ) 
a x

< ; , (8.10)

—  =  Orii (x) y i + a n 2 (x )y 2 - \------+  an na x
(z ) yn 1" hi (z )

unde coeficienții sistemului sunt funcțiile continue a^j : I  —> R , iar termenii liberi ai sistemului sunt 

funcțiile continue li : I  —> R, I  fiind un interval de numere reale. Notând cu l matricea-coloană de 

componente l], ■ ■ • , l n  și folosind notațiile de la punctul precedent, sistemul diferențial liniar neomogen 

se scrie

y ' =  A ( x ) y  +  l (x)

T eorem a 8 .1 .6  Fie { y ^ \  . . .  > y ^  } u n  s e  ̂fundamental de soluții ale sistemului diferențial liniar 

și omogen (8.9), unde soluția y ^  are componentele y ^ ,.  . . , y n \  iar funcțiile Ci : I  R , pentru 

1 < i <  n , verifică sistemul de ecuații

(  c i (z) Î/I1’ (z ) +  ••• +  <  (z) y ^  (z ) =  h  W

: (8-11)
[  Ci (z) î /n ’ ( l )  +  • •• +  <  (z ) y ^ } (z )  =  In (z)

pentru orice X G I . în  aceste condiții, funcția ypart =  C iy^ ' +  • ■ • +  C n y ^ , definită pe I , este soluție 

a sistemului diferențial neomogen (8.10).

O bservație . 1) Soluția ypart menționată în teoremă este o soluție particulară a sistemului neo­

mogen. Această soluție are aceeași formă ca soluția sistemului omogen, C ^ y ^  +  • • • +  Cny^n \  cu 

deosebirea că Ci nu sunt constante ci funcții. Metoda menționată în teoremă, pentru obținerea unei 

soluții particulare a sistemului neomogen, este numită metoda variației constantelor.

2) Soluția particulară ypart se poate scrie sub forma matriceală ypart (x ) =  Y  (x ) • C (x ) , unde

Ci (x)

c2 (z)
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Pe de altă parte, sistemul (8.11) se poate scrie sub forma matriceală

2/11’ ( ^ y ? { Y }  • «iW 1̂ ( z )

V ?  (*) y ?  (^ )  • C 2 W
=

*2 ( * )

y P  (^ ) y™  (^ )  • y n \ x ) <4 M In (Y )

sau, cu notațiile cunoscute, Y  (x) • d  (x ) =  l (x )  . Deoarece determinantul matricei Y  (x) este nenul, 

fiind wronskianul unui sistem fundamenta] de soluții, rezultă că Y  (x) este inversabilă și d  (x) = 

Y ~ l  (x) l (x) , din care rezultă

CW C (x 0 ) +

unde XQ E I  este un număr fixat, iar C (XQ) €  M n ,\ [R] este arbitrar, și deci

ypart (z ) =  V  (x) • c (x 0 ) +

Deducem ypart (x 0 ) =  Y  ( x 0 ) • C (x 0 ) , din care rezultă C (x 0 ) =  Y  1 (x 0 ) • ypart (^o) • Deci

ypart (Y) ^  (^ )  ’ ^  1 O o ) • ypart (^o ) +  /  Y  ' ( z ) l  (z) d z

S o lu ția  generală . Fie ypart O soluție particulară a sistemului diferenția] liniar neomogen (8.10).

Mulțimea S , a soluțiilor sistemului diferențial liniar neomogen (8.10), este mulțimea {y^  +  ypart | !Jh €  S Q} .

O bservație . Forma oricărei soluții a sistemului diferențial liniar neomogen (8.10) este

y  =  c xy w  +  ••• +  c , ^  + ypart

unde | ^ ' ) , . . .  , y ^  J este un sistem fundamental de soluții al sistemului omogen (8.9). c.},. . .  , c„ sunt 

constante arbitrare, iar ypart ^ ^  °  soluție particulară a sistemului neomogen (8.10).

8 .1 .6  S istem e  d iferen ția le  cu  coefic ien ți con stan ți

Fie sistemul diferenția] liniar și omogen cu coeficienți constanți

?/l =  «112/1 +  • • • +  a l n yn 

y'n  =  a n X y t +  •■■ + an n y n

(8-12)

unde dtj G R . Pentru aceste sisteme vom arăta cum se poate construi un sistem fundamental de soluții.
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Folosind notațiile

a l l

sistemul se scrie sub forma matriceală y r =  A y .

Observații. 1) Din teorema de existență și unicitate a soluției problemei Cauchy pentru sisteme 

liniare rezultă că sistemul diferențial y 1 =  A y  admite o soluție unică definită pe toată mulțimea nu­

merelor reale

y : R  —> M n j  [R ], 

care verifică condiția inițială y  (XQ) =  yoj pentru fiecare XQ € R  și yo E M n ,i [R] .

2) Notăm cu SQ mulțimea soluțiilor sistemului y ' =  A y . Deducem ușor că dacă y  E SQ atunci 

y r E SQ. De aici deducem că SQ C  C°° (R) și că dacă y  E SQ atunci y ^  €  SQ, pentru orice fc e  N.

T eorem a 8 .1 .7  Dacă A este o valoare proprie a matricei A , iar V E M n ^  [C] este un vector propriu 

al matricei A  corespunzător valorii proprii A, atunci sistemul diferențial (8.12) admite soluția

y  =  v e ^ ,  x  G R

O bservații. 1) Dacă valorile proprii r^, . . . , r n  ale matricei A  sunt distincte, iar D1 , . . . ,  v n  sunt 

vectori proprii corespunzători, atunci setul de funcții

y 1 =  v 1^ 1 1 , . . .  , y n  =  v n er n X

este un sistem fundamental de soluții al sistemului y ' =  A y . în consecință, soluția generală a sistemului 

diferențial y f =  A y  este în acest caz

y  =  c l v 1e r i X  4- • • • +  cn v n er n X , z  G R,

unde C i , . . . , ^  sunt constante arbitrare.

2) Dacă matricea A  arc coeficienții reali și două dintre valorile proprii sunt complex-conjugate, atunci 

soluțiile complex-conjugate y 1 și y 2 , ale sistemului diferențial, corespunzătoare acestor valori proprii, 

se pot înlocui cu două soluții reale, y 1 =  — ^  +  y 2 ) =  ^  ^ '  — ^ ^  ’ n o u  ̂ s e  ̂ ^e  s o û ț^ 

rămâne fundamental. Acest procedeu va fi folosit dacă într-o problemă concretă este nevoie numai de

soluții reale.
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T eorem a 8 .1 .8  Dacă ecuația caracteristică a sistemului diferențial (8.12) admite o rădăcină A, 

multiplă de ordinul m , atunci acest sistem diferențial admite soluții de forma

y = ( P 1 ( x ) e Ă X ,P 2 ( x ) e Ă X , . . . , P n ( x ) e Ă X ) ,  X G R

în care Pi (x ) sunt funcții polinomiale de grad cel mult m  — 1 de forma

Pi (x) =  Cx P i f i  (x )  +  C2 P i^ ( ! )  +  ••• +  C rnPi^-x  (x)

Ci, . . . ,  Cm fiind m  constante arbitrare, Pij (x) fiind funcții polinomiale de grad cel mult j  și

P i (x) =  0 , . . . ,  P n  (x) =  0, (V) I  e  R  =>Ci =  • • • =  c™ =  0

Observație. 1) Soluția sistemului (8.12) este o combinație liniară a m  soluții liniar independente, 

într-adevăr, ținând cont de forma funcțiilor polinomiale P i (x) , .  . . , P n  (^) , avem

m m
y  =  ( P i ^ , . . . , P n  (z)) e ^  =  £ c j  (P1J-1 ( i ) , . . . ,  P n J -i (x ))  e ^  =  ^ c ^ ,

J=1 J=1

unde am notat y ^  =  (P i j_ ]  (x) , .  . . , Pn j i  (^J) C 1̂ , pentru 1 <  J <  m - Soluția y  ^  se obține din 

soluția y  pentru Cj =  1 și Ci =  0 pentru oricare i  ^  j .  Liniar-independența soluțiilor y ^ , . . . , y  ^ ^ 

rezultă imediat. Relația

C \y m  + ■ ■■ +  cT ny ( jn }  =  0

revine la y =  0, adică (P i (x) , . . . , P n  (x )) eX x  =  0 pentru orice X G R . De aici rezultă

P1 (x) =  0 , . . . ,  P n  (x) =  0, (V) x G R ,

din care deducem, ținând cont de proprietățile funcțiilor polinomiale P i , . . . ,  P n , că Ci =  0, • • • Cm = 

0, ceea ce trebuia demonstrat. Deci, unei rădăcini multiple de ordinul m  a ecuației caracteristice îi 

corespund m  soluții liniar independente pentru sistemul diferențial.

2) Determinarea practică a polinoamelor P^, - P n  se face prin metoda identificării coeficienților.

E xem plu l 8 .3  Considerăm sistemul de ecuații diferențiale, liniar și omogen, cu 

coeficienți constanți:
yi =  - 9 y i  -  12y2 -  5y3

* yz =  5 ^ i +  6 ^  +  ty* 

y'3 =  y i +  4y2  +  y3
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Notând
- 9  -1 2  - 5

5 6 3

1 4 1

sistemul se scrie sub forma matriceală

y' = Ay

Ecuația caracteristică este

din care deducem că ri =  2 este rădăcină simplă și r2 =  —2 este rădăcină dublă.
Pentru valoarea proprie simplă n  = 2 corespunde o soluție a sistemului de forma 

y = ve2 x , unde v este im vector propriu de componente v^,V2 și respectiv 1)3, definit prin 
Av = 2w, sau (4 — 2Z) r  =  0. Deci

-1 2

4

4

Deducem ușor o soluție nenulă: Vi = —2, 1’2 =  1 și 7’3 =  2. Așadar soluția care corespunde
valorii proprii simple r, =  2 este

- 2

1

2

Pentru valoarea proprie r2 = —2, dublă, corespunde o soluție de forma

° i  +  f a  x 

« 2  +  f a x 

« 3  +  f a *

-2 z

unde di și fa, pentru i = 1, 2, 3, simt numere ce urmează a fi determinate. Avem
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- 9

5

1

-1 2

6

4

- 5

3

1

a i +  @1X
«2 + 02X
O3 +  03%

e

Deducem

- 5

3

1

A

Din a doua ecuație deducem

- 7

5

1

-1 2

8

4

Rezolvînd, obținem soluția generală ^\ =  C2, /32 = —C2, ^3 = c2 . 
Din prima ecuație deducem:

- 7  - 1 2  - 5 «i
5 8 3 «2 =

1 4 3 «3 $ 3

din care deducem soluția generală: «1=03 — C2, «2 =  “ Q + ^2  și «3 =  C3, unde C2 și C3 
simt constante arbitrare. Rezultă soluția

c 3 + C2 ( —1 +  X)
-C3 +  C2 ( |  ~  $)

C3 + C2X

Pentru C2 =  1 și C3 =  0, respectiv pentru c2 =  0 și c3 =  1 rezultă două soluții liniar
independente
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Soluția generală este
y = c ^  4- c2y®  4- cay^

unde Ci, C2 și C3 sunt constante arbitrare. în reprezentare scalară soluția este

yi =  -2cie 21 4- c2 ( -1  4- x) e"2* 4- c3e"2 1 ,

y2 =  CiC 4- c2 I -  — x 1 e — c3xe ,

y3 =  2cie 4 -c2xe 4 -c3e

Determinarea soluției generale. Presupunem că matricea A are valorile proprii Ai, • • •, Ap de 

multiplicități algebrice TTli, • • • , mp . Așadar n i] 4- • • • 4- TTlp = n. Pentru fiecare valoare proprie Ai 

vom deduce rrti soluții liniar independente pentru sistemul diferențial. în final dispunem de TI soluții, 

despre care se demonstrează ușor că sunt liniar independente. Deci dispunem de un sistem fundamental 

de soluții. Conform teoriei generale a sistemelor liniare, deducem soluția generală a sistemului omogen, 

ca o combinație liniară arbitrară a sistemului fundamental. Folosind sistemul fundamental, deducem o 

soluție particulară a sistemului neomogen, indiferent de forma membrului perturbator. Adunînd cele 

două soluții menționate obținem soluția generală a sistemului neomogen.

O problemă mai deosebită este cazul când matricea sistemului are coeficienții reali, dar se obțin valori 

proprii complexe. Deoarece aceste valori proprii vor fi două câte două conjugate rezultă, din cele arătate 

mai sus, că putem înlocui cele două soluții complexe ale sistemului diferențial, corespunzătoare celor 

două valori proprii, prin două soluții reale ale sistemului respectiv. Setul de soluții astfel obținut este, 

de data aceasta, format din n soluții reale liniar independente. Deci, se poate obține un set fundamental 

format numai din soluții reale.

Exemplul 8.4 Determinați soluția sistemului

dyi 
dx 
dy2 
dx 
dy3 
dx

4yi 4- y2

3yi 4- 2y2

2yi 4- 3y2 4- 4y3

care verifică condițiile y  ̂ (0) =  6, y2 (0) =  —6, y3 (0) =  23.
Rezolvare: Matricea sistemului fiind

/  4 1 0 \

>1= 3 2 0

k2 3 4/
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ecuația caracteristică este

4 -  A 1 0
3 2 - A 0 =  0,
2 3 4 - A

adică (4 — A) (A2 — 6A -|- 5) =  0. Rezolvînd această ecuație, obținem valorile proprii: Ai = 
1, A2 =  4, A3 =  5. Calculînd vectorii proprii corespunzători, obținem:

Sistemul fundamental de soluții este format din soluțiile

Soluția generală este Y  =  Ci Yi +  C2Y2 + C3Y3, unde C i, C2 și C3 sunt constante arbitrare,
adică

în exprimare scalară, soluția generală are forma

y  ̂ = 3Cie* + C3e51 , y2 = -9 C 1C
X +  C3 c5C y3 = 7C.ex  +  C2e ^  +  5C3e5*

Condițiile inițiale ne conduc la sistemul

3C1 + C3 =  6, -9C1 + C3 =  - 6 , 7C1 + C2 + 5C3 =  23, 

care are soluția: Ci = 1, C2 =  1, C3 =  3. Soluția cerută a sistemului diferențial este 

y x =  3c1 +  3e5 1 , y2 =  -9e* +  3e5 1 , y3 = 7ex  +  e41 4- 15c5*

Exemplul 8.5 Determinați soluția generală a sistemului diferențial

±1 (t) =  Ti + Z2 

^2 (t) =  —2xi + 3X2
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Rezolvare: Matricea sistemului fiind

ecuația caracteristică este

=  A2 -  4A +  5 =  0
- 2  3 - A

Rezolvînd, obținem valorile proprii AI ,2 =  2±z. Calculăm un vector propriu corespunzător 
valorii proprii A =  2 +  z. Pentru aceasta trebuie să rezolvăm sistemul

Deducem imediat o soluție

Soluția corespunzătoare a sistemului diferențial este

| | ea  (cos t + i sin t)
2 / \  2

Pentru valoarea proprie conjugată, A =  2 — z, vom obține soluția conjugată

I e (cost — zsint)
2 /

Din aceste două soluții complexe conjugate putem obține două soluții reale, care formează 
sistem fundamental de soluții:

^ 2

cos t + sin t 
2 cost

sin t — cot t
2 sini

Soluția generală va fi

v  v  v / (cj -  c2) cos t + (ci + c2) sin t \  2(X  — C]Ai + C2A2 — I _ l e ,
\ 2cj cos t + 2C2 sin t 1

unde Cj și c2 sunt constante arbitrare. în exprimare scalară, soluția generală este

xi — [(ci — c2) cost +  (ci + c2 ) sini] e2t

X2 =  [2cj cos t +  2c2 sin t] e2*
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Exemplul 8.6 Determinați soluția generală a sistemului diferențial

Vi (z) = 2 ^  -  y2, y2 (^) =  4 ?/i + ^ 2

Rezolvare: Matricea sistemului este

A =  ( 2 1
\  4 6 /

Ecuația caracteristică este

2 -  A -1
4 6 -  A

A2 -  8A +  16 =  0

Rezolvînd această ecuație, obținem rădăcinile: A12 =  4. Acestei rădăcini duble îi core­
spunde o soluție de forma

2/1

IJ2

a + bx \  4x I e
c + dx /

unde a,b,c,d  sunt parametri. înlocuind în sistemul scris sub forma Y' = AY, obținem

a + bx 
c + dx

Simplificînd cu e11 și efectuînd produsul matricelor, obținem

b
d

a + bx 
c + dx

2a + 2bx — c — dx
4a + 4bx + 6c + Gdx

Idcntificînd coeficienții, obținem sistemul

b + 2a = —c, d — 2c = 4a, 2b = —d, —2d = 4b,

din care rezultă: d = —2b, c = —2a — b. Soluția devine:

a + bx
—2a — b — 2bx

x
-1  - 2 r

care este tocmai soluția generală. în exprimare scalară, soluția generală are forma

yi = (a + bx) e4 x , y2 = (—2a — b — 2bx) e4x
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Exemplul 8.7 Determinați soluția generală a sistemului diferențial liniar neomogen

i i  =  6a:] + x2 + 1

X2 — 5 x i +  2x2 i  1

Rezolvare: Rezolvăm mai întâi sistemul omogen. Matricea sistemului este

Ecuația caracteristică este

Rczolvînd ecuația caracteristică, obținem valorile proprii: A] =  1, A2 =  7. Pentru aceste 
valori proprii obținem vectorii proprii corespunzători:

Soluția generală a sistemului omogen este

unde a și b sunt constante arbitrare. Pentru sistemul neomogen căutăm o soluție par­
ticulară X p , de aceeași formă ca X^, cu deosebirea că a și 5 simt funcții de t, adică de 
forma

X p = a ( t ) \  1 )e £ + 6 (i)[  | e7£

\  5  /  \  1 /

înlocuind în sistemul neomogen scris matriceal sub forma

obținem

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 145

Reducînd termenii asemenea, avem

din care obținem

-a 'e 1 4- b'e7t = t

b a 'e ^ b 'e 71 =  1

Rezolvînd acest sistem, deducem a' = ------e t ,b ' = — — e 7 t. Integrînd, obținem
6 6

1 f  5 2 \  ,
“ ~ 6 t e  ’ b ~  l4 2 U 4 9 r

Soluția particulară a sistemului neomogen devine

„ = - te  1 I e£ — ( — t 4----- le
6 \ 5 / \42  49/

1 e7i =
1 /

1 / - 1

6 \  5
5 2

— 1 +  —
42 49

1
1

1 / - 1 4 t - 2
49 l 35t -  2

Soluția generală a sistemului este

1
x 2 } \  5 1

1 / - 1 4 ^ - 2
4----- (

49 l 35t -  2

Sub formă scalară soluția sistemului este

ÎI = —aeL 4- be7t 4- —  (—14i — 2), x 2 = 5ae£ 4- be7t 4- — (35i — 2)

Exemplul 8.8 Determinați soluția generală a sistemului diferențial

dy 
dx 
dz 
dx

kz

- k y

. . . / 0 k \ . . . .
Matricea sistemului este 1 iar ecuația caracteristică este

\ ~k  0 /

-A  k
- k  -A

= A2 + fc2 = 0
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Rezolvînd ecuația caracteristică, obținem valorile proprii: Ai =  —ik, A2 =  +ik. Cal­
culăm un vector propriu corespunzător valorii proprii A =  —ik. Pentru aceasta trebuie să 
rezolvăm sistemul

( ik k \  [ xi \  /  0 \

—k ik 1 \ x 2 1 \ 0 y

I . Soluția corespunzătoare a sistemului diferențial 

este

( i 1 2 I / s in  kx \  [ cos kx
I e =  I ) (c o s  kx — i sin kx) =  I +  i

1 / \ 1 / \ cos kx I \  — sin kx

Pentru valoarea proprie conjugată, A =  ik, vom obține soluția conjugată

sin kx
cos kx

cos kx
— sin kx

Din aceste două soluții complexe conjugate putem obține două soluții reale, care formează 
sistem fundamental de soluții:

u2
u-u

2i

sin kx
cos kx

cos kx
— sin kx

Soluția generală va fi

— C\U\ + c2 U2 —
Ci sin kx + c2 cos kx
Cj cos kx — c2 sin kx

unde. Cj și c2 sunt constante arbitrare. în exprimare scalară, soluția generală este

y =  Ci sin kx +  c2 cos kx

z = Ci cos kx — c2 sin kx

8 .1 .7  In terpretarea  m ecan ică  a  sistem elor  d iferen ția le  norm ale

Soluția Xi =  Xi (t) , ■ ■ ■ ,X n  =  Xn  (t) , t  E I , a sistemului

dt -^1 (̂ > xi, • • •, xn )

. ^  = X n ( t ,x i ,- - - ,x n )
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în care t este considerat timp, corespunde mișcării unui punct material în spațiul TI— dimensional R n . 
Acest spațiu se numește spațiul fazelor, iar curba descrisă în el de punctul mobil ( l i  (t) ,• • • ,Xn  (t)) 
se numește traiectoria mișcării. Reprezentarea parametrică a acestei traiectorii este

Zi =  Zi (t)

zn  xn  (t)
și se mai numește reprezentarea parametrică a mișcării.

Exemplul 8.9 Găsiți traiectoria sistemului diferențial
dx x2

dt y
dy 
dt “  X , 

care trece prin punctul Mo (2,3).
Rezolvare: Derivînd ecuația a doua și ținînd cont de prima ecuație, obținem succesiv 

d?y dx x 2 1 /  d y \ 2

dt2 dt y y \ d t ) '

d2y (  d y \ 2 n  d ( l d y \
dt2 \ d t  J dt \ y  dt J

din care deducem

y dt
C  fiind o constantă. Această ecuație cu variabilele separabile ne conduce la

y 
Integrînd, obținem

y = Dec  1

De aici deducem
x =  Ș  =  CDec < 

dt
unde D este o constantă arbitrară. Așadar soluția generală a sistemului este 

x = CDec t 

y = Dec t

Din aceste relații, eliminînd pe t, deducem că traiectoriile sistemului pot fi exprimate sub 
forma x = Cy, adică sunt linii drepte. Pentru traiectoria căutată trebuie ca 3 =  2(7, deci 
C =  | .  Traiectoria căutată este dreapta de ecuație 2y — 3x = 0.
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Exemplul 8.10 O substanță >1 se descompune în două substanțe P și Q. Viteza 
de formare a fiecăreia din ele este proporțională cu masa de substanță A ne descompusă. 
Determinați masele x ș iy  din substanțele P  și respectiv Q la momentul t dacă după o oră 
de la începutul procesului descompunerea este x = f ,  y = ^ ,  unde a este masa inițială 
din substanța A.

Rezolvare: In intervalul [t, t +  Ai] au loc relațiile aproximative

x (t  + A t) — x (t) & ki(a  — x (t) — y (t)) At 

y (t + A t) — y (t) «  k2 (a — x (t) — y (t)) At,

unde k  ̂ și k2 sunt constante de proporționalitate specifice procesului. împărțind cu At 
și trccînd la limită pentru A t —> 0, obținem sistemul de ecuații diferențiale al procesului:

dx 
dt 
dy 
dt

k ^ a - x - y )

k2 ( a - x - y ) (8.13)

cu condițiile .T (1) =  j ,  î/(l) =  Ț . La momentul t =  0 avem x (0) = y (0) = 0. Adunînd 
ecuațiile și notînd x -}- y = z, obținem ecuația diferențială cu variabile separabilc

dz ,, , x x—  = (£ ,+  k2 ) (a -  z)
dt

Deducem succesiv
dz------  = — (k^ + k2 ) dt, In (z — a) =  — (kj + k2) t +  lnC, z = (je  (h+kAt _|_ a

Revenind la sistem, obținem

—  =  - C ^ e ^ ^
dt

—  = - C k ^ : ^ ^ 1, 
dt

din care deducem imediat

x (t) = C k ' + D
ky + k2

+ k2

Din condițiile x (0) = y (0) =  0, deducem
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Din condițiile i ( l )  =  | ,  y  (1) =  ^ ,  deducem 

a ak^ 
8 ky -\- k2

O /Cț «2

Adunînd și simplificînd cu a, obținem e- (fcl+fc2) =  2—1 , apoi ^ ^  =   ̂ și j ^ j ^  =  |-  Soluția 
sistemului diferențial devine

«(I) =  ^ ( l - 2 - ) , t > 0

8.2 Exerciții propuse

1. Se consideră sistemul
( y\ = y i + y2 

y'2 = y \ - y 2
Arătați că

yi =  ci ( ^  + l ) / 2 l  +  c2 ( ^ - l ) e

y2 =  C ie^x -  c2e ^ x

este o soluție a sistemului, oricare ar fi constantele Cj și c2 . Pentru acest sistem, 
relațiile

y i + ( ^ - l ) y2 =  2 ^ 1 ^

î/i -  (V^ + 1) y2 =  - 2 ^ 6 ’ 

reprezintă integrala generală.

2. Să se arate că sistemul
( y[ = y i - V 2  + x 

k 2̂ =  yi +1/2 + 1 
are soluția

X f x +  1yi = e (cicosx — c2 s i n a ; ) —

X x
y2 — e (ci sin x + c2 cos x) + -
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oricare ar fi constantele Ci și c2 . Să se determine soluția astfel încât yj (x0 ) = 
y°, y2 (XQ) = y2 , unde XQ, y^ și y2 sunt numere date.

3. Să se integreze sistemul diferențial

y' - 2 y -  z = 0, z' - y - 2 z  = 0,

cu condițiile 7/(0) =  1,^(0) =  1 și apoi ?/(0) =  0, z (0) =  1, folosind metoda 
aproximațiilor succesive.

4. Determinați soluția generală a sistemelor diferențiale:

^  =  lâ. du — ^ . 
di X ’ d t y  '

a \  du _  z j  d z _  j _ .
* dx x  5 dx  y —x '

M  £  =  - * .  £  =  7 :

= ___z  d z =  __ 
dx ( z - y ) 2  ’ dx  ( z - j / T

b. = i j J Z . ¥ =  u y . 
dx • d x  &

6. Determinați sistemele fundamentale de soluții pentru sistemul diferențial liniar și 
omogen:

y\ +  9yi +  12y2 + 5y3 =  0

2/2 -  %! -  6^2 -  3y3 =  o
y3 -  yi -  4y2 -  ya =  o

7. Determinați soluția generală pentru sistemele diferențiale liniare de mai jos:

(a) y' — y + z = Xe2*, z' +  4y +  2z =  ye2*-,

(b) y '1 + y i-  y2 =  4 i  +  1, ?/2 - y i - y 2 = - 2 x 2 +  2z -  1;

(c) y' -  5yj -  4y2 =  0. y'2 -  4yx -  5y2 = 0;

(d) y\ -  2y} +  y2 =  0, ŷ  -  yi -  2y2 ;

(e) y( -  3yi + y2 -  y3 =  0, y2 + yi -  5y2 + y3 = 0, y^ -  yj + y2 -  3y3 =  0;

(f) yi -  yi + y2 +  y3 =  0, ŷ  -  3yi -  y2 +  3y3 =  o, y3 +  4yj 4- 2y2 -  y3 =  0.

(g) yi -  4yi +  y2 =  0, y2 -  yi -  2y2 =  0.
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(h) y\ -  yz -  y3 = ®, & -  yi -  y2 + yz = ®, y ^ -  y i -  yz = 0.

(i) y 'i+ y z  + Zy3 = G ,y ,
2 - y l - y 2  = o ^ y '3 + &yi -  8y2 =  o.

8. Să se rezolve următoarele sisteme de ecuații diferențiale liniare:

(a) x\ = x i+  2x2 , x'2 =  4xi +  3x2 ;

(b) Xj =  x2 , X2 =  —xi;

(c) Xj =  Xi +  5X2 , X2 =  —Xi — 3X2 ;

(d) x{ =  xi +  x2 , x'2 =  Xi +  x2 +  t;

(e) Xj +  2xi + x2 =  sint, x 2 — 4xi — 2x2 =  cost;

(f) Xj 4- 2xi +  4x2 =  1 +  4t, x'2 +  xi -  x2 =  | t 2 ;

(g) x\ = x2 , x'2 =  x3 , x^ =  xi;

(h) Xj =  x2 + x3 , x'2 =  x3 +  Xi, X3 =  xi + x2 ;
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Ecuații diferențiale de ordin superior

9.1 Noțiuni fundamentale și exemple

Forma generală a unei ecuații diferențiale de ordinul TI taste

dy 
’ dx

(9-1)

unde F  : D  G R n + 2  R  taste o funcție care depinde efectiv de — —. Forma normală a unei ecuații 
d x n

diferențiale de ordinul n  este

(F y  e (  dy
— -  =  f  \ F  V- d x n  \  ' d x

M

nude /  : E  C  R n + I  ->  R .  Prin soluție a ecuației diferențiale (9.1), sau (9.2), se înțelege o funcție de 

forma

</> : 7 R,

unde Z C R  este un interval, cu proprietatea

x G l  F  ( x ,  </>(x) (x ) ,■ ■ ■, ~  { x } \  =  0,
\  d x  d x n  /

sau

X G I  =5
d n <j) (x) 

d x n = f  \ ,̂d> ( x ) ,
d $  (x) 

dx

c F 1#  (x) \ 

d x n ~ 1 /

O bservație . Soluția se indică uneori prin: ” y  =  <j> (x) , X G I  ". Pentru exprimarea unor

proprietăți în care intervin soluții, uneori, prin abuz de limbaj, o soluție se desemnează sub forma ” 

y  (x )  ” înțelegând că este vorba de funcția X —* y  (x)  și nu de valoarea acestei funcții în punctul X.

152

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuații diferențiale 153

E xem plu l 9.1 Pentru ecuația diferențială de ordinul 2

dx z  dx

funcția y = xe x , x G R , este o soluție. Intr-adevăr, făcând calculele rezultă

d2 d
(xex ) — x —  (xex ) + x  (xex ) — 2ex  = 0, (V) x  G R 

dx 2 dx

C urbă integrală. Graficul unei soluții a unei ecuații diferențiale se numește curbă integrală a 

acelei ecuații diferențiale.

9.1.1 Problem a Cauchy

Problema Cauchy pentru o ecuație diferențială de ordinul n  constă în determinarea unei soluții a acelei 

ecuații diferențiale, y = y (x) , X €  I ,  care să verifice condițiile

y (x 0 ) = y°, (z0 ) = yo, ■ • •, (^o) =  IJo \  (9-3)

unde XQ G /  și yo,yo, • ’ • , t/o 1 E R  sunt numere date. Condițiile (9.3) se numesc condiții inițiale 

sau condiții Cauchy. Această soluție se notează prin y — y  (x; XQ', y^, yQ, ' ' ' ,y$ ')  •

9.1.2 Soluții

Soluția generală. Se numește soluție generală a unei ecuații diferențiale de ordinul TI. pe mulțimea 

E  C R n + 1 , o familie S  de soluții ale acelei ecuații diferențiale cu proprietatea

(z 0 , y ^  y o T -- ,y o ~ ')  £ E  => y (x; x 0 ; y^, y o , - " ,  yo ') e  5

Soluția generală se indică de obicei sub forma vinei soluții care depinde tic TI constante arbitrare:

y = ^ ( x , ^ , . . . ^ )  , XG  C R, (Ci,. . .Cn ) £ J  G R",

undo Ĉ , . . . ,Cn  sunt parametri. Această soluție trebuie să aibă proprietatea: pentru orice punct 

(TQ, y^, Ho,' ' '  ^ Q ' )  din E  există un set unic de numere (cj Q f - J - n o )  G J  astfel încât

y (x, XQ, yQ, y g ,' ' ' ,  yo ) (/) ( r ,  cj o , . . . ,  cn  o ) , x G Ic, 0 ,...,cn o

Soluție particulară. O soluție a unei ecuații diferențiale, care aparține unei soluții generale a 

acelei ecuații diferențiale, se numește soluție particulară.
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Observație. O soluție particulară se obține din soluția generală pentru valoari particulare ale 

parametrilor.

Soluție singulară. O soluție a unei ecuații diferențiale de ordin superior, care nu este soluție 

particulară, se numește soluție singulară.

Integrală generală. O relație de forma

g (x ,y )  = O, (x ,y )  €  Q C  R 2 ,

unde g . Q —► R  este o funcție dată, se numește integrală a unei ecuații diferențiale de ordin superior, 

dacă această relație definește implicit pe y ca funcție de X, pe un interval I  C  R, și această funcție 

este soluție pe I  a acelei ecuații diferențiale de ordin superior. Prin integrală generală a unei ecuații 

diferențiale de ordinul Ti se înțelege un sistem de Ti relații de forma

r (  dy dn  } y
G 1  V ^  d x ’ ' ’ dxn  ' =  Ci

, G i : E C  R n+1 ^  R, (9-4)
dy <E }y 

, y 'd x '  ' dxn  l

cu următoarele proprietăți: pentru fiecare punct (XQ, yo,yo-, ' ' ' ,yo ^  ^  E  sistemul

dy dn  }y
dx dxn  1 =  Cio

, Cio  =  G t (x0 , yo, y o ,--- , y o '1)
dy 
dx

dn  l y \
’ d ^  )  =  Cn0

. . . dydefinește implicit pe y, —-, 
dx

d yy " . T .
, —----- - ca funcții de X, pe o vecinătate I Q a lui XQ sub forma

dx n ~ '

dx
<E *y _

’ dx n l  '
astfel încât y = (p (x) , să fie soluție pe I Q a ecuației diferențiale considerate și

</> (zo) =  3/o ’ ^  (x o) =  Ol (x0 ) = y ^ - - - ,  ^ n ^  (x0 ) =  a n  -i (x0 ) =  y^ 1

9.1.3 Exemple

Ecuații de forma y ^  = f  (x) . Presupunem că f  : E  E R . R , este o funcție continuă. Atunci, 

pentru orice X Q E E  funcția reală
X

0 ^  =  ( n -  1)! /  X̂ ~  ^ n  l d t  +  P n ~' ^  ’ ^ x E  E ’ 

XQ
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unde Pn ~i (x) =  yo ^ ^ ^ r i j ! -----F ' "  +  yo^~^ + Voi ^  soluție și verifică condițiile inițiale

</»(zo) =  2/o> <£' (*o) =  J /^  ' ^ n - 1 )  (z0 ) =  y ^ ' ,

oricare ar fi numerele 1/Q, y®, • • • , y^-i- Observăm că dacă f  (a) =  0, pentru un număr a, atunci 

ecuația admite soluția constantă y = a.

(Px
Exemplul 9.2 Ecuația diferențială - — = f  (t) , unde f  este o funcție continuă dată,

are soluția generală x — / (t — z ) f ( z ) d z  + C\t +  C2, unde (7] și C2 sunt constante
_ j  to

arbitrare.

Exemplul 9.3 Ecuația diferențială y" =  6a; are soluția generală y = x3 + C}X + C2, 
Ci ȘÎ C2 fiind constante arbitrare.

Exemplul 9.4 Determinați soluția ecuației diferențiale y" (x) = a, unde a este o 
constantă, care verifică condițiile inițiale y (XQ) = yo și y' (io) =  yo-

Rezolvare: După prima integrare, între x0 și x, deducem y' (x) — y'0 = a (x  — x Q) , iar 
după a doua integrare deducem

v W  =  x (^ -  x o)2 + y'o ^ -  -̂ o) + yo

Ecuațiile de forma F  (r, y ^ ,  • • •, y(k+ p^  =  0, în care lipsec funcția necunoscută și derivatele 

sale până la ordinul k — 1, se rezolvă prin schimbarea de funcție y ^  = Z. Derivînd, obținem imediat 

y ^ + 1  ̂ =  z ^ , • • • , y(k+ p) = z ^ . Ecuația devine F (x, Z, Z ^ \ • • ■ , Z ^ )  =  0. Deci avem de rezolvat 

o ecuație de ordin p, adică cu k unități mai mic. Legătura dintre cele două ecuații este următoarea: dacă 

Z — U (x) este soluție pentru ecuația F (x. Z, Z ^ , • • • , Z ^ )  =  0, pe un interval I , iar y — V (x) este 

soluție pentru ecuația y ^  = U (x) , pe același interval, atunci y = V (x) este soluție pentni ecuația 

dată.

Exemplul 9.5 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale de ordinul doi

4y + ( / ) 2 =  4xy”

Punînd y' = z, obținem ecuația diferențială de ordinul întâi 4z +  (z')2 = 4xz', sau 
z = xz' +  |  (z')2 , care este o ecuație Clairaut. Soluția sa generală este z = Cx + jC 2 . 
Revenind la substituție, avem y' = Cx + ^C2 , de unde deducem

y ^ x 2 -  - C 2x + C2 = C1X  (x -  C ^  4- C 2
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cu Ci și C2 constante arbitrare. Soluției singulare z =  x2 îi corespunde y =  — +  C3.

• • /  y  y ^  \  -Ecuațiile de forma F I  I , —, • • • , ----  1 =  0, omogene în y și derivatele sale, se reduc la ecuații
\  y y J

y'de ordinul n  — 1 prin substituția — = Z. 
y

Exemplul 9.6 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale omogene în y, y1

Și y" :
xyy" + x (y'} -  y y '= 0

Punînd — = z, avem y' = yz, y" = y'z + yz’ = y (z2 + z7) . De aceea ecuația devine 
y ' '

xy2 (z2 + z') 4- xy2z2 — y2z =  0

împărțind cu xy2 , se ajunge la ecuația de tip Bernoulli

z' — - z  = —2z2 
x

Rezolvînd această ecuație, obținem soluția z = —----— . înlocuind z cu —, vom obține
+  Ci y

— = —--- — . Integrînd încă o dată, obținem y = Cș^/x2 + Ci. Soluția y = C3 nu este
y x 2 + Ci
inclusă în soluția generală, deci este soluție singulară.

Ecuațiile de forma F ( y , y ^ , • • •, y ^ )  =  0, în care lipsește variabila independentă, își reduc 

ordinul prin schimbarea de funcție și de variabilă y' — Z (y) , în care 2 va fi noua funcție necunoscută, 

iar y va fi noua variabilă independentă.

Exemplul 9.7 Determinați integrala generală a ecuației diferențiale

(1 +  y 2 ) yy" = (3y 2 - 1 )  (y ')2

Punînd y1 = z și luînd pe y ca variabilă independentă, obținem:

y"
dy'
dx

Simplificînd cu z, obținem (1 + y2) dz
y—  = (^y2 — 1) z. Separînd variabilele, obținem 

dy

dz 3y 2 — 1 , 
-  ~ h  - L. 21 d y 
z  ( i  +  y 2 )y
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Integrînd, găsim: ln |z | =  21n(l +  y2 ) - h | j / |+ ln |C i | ,  s a u ----------2 =  ^ i- Intorcîndu-ne 
(1 + y2 )

la funcția y, obținem

(1+
Integrînd încă odată, găsim integrala generală yy^ =  —2CiX + C2. Când am împărțit 
cu z am pierdut soluțiile corespunzătoare lui z =  0, adică lui y' = 0. De aici deducem 
soluțiile singulare y = C3, unde C3 este constantă arbitrară.

Ecuații care pot fi parametrizate. Considerăm ecuația diferențială

F (i,y < ”> )= 0 ,

unde F  este o funcție dată, care nu poate fi explicitată în raport cu y ^ , dar există două funcții 99 și 

tp astfel încât F  (9? (t) , tp (t)) =  0, pentru orice t dintrun interval I . în  acest caz notăm X = ip (1) , 
y ^  =  "0 W  ȘÎ procedăm astfel:

dy(n ~^ = y ^ d x  = tp (t) <p' (t) dt => y^n  ^  = J  ip (t) 9?' (t)  dt + Ci = ipi (t; Ci) , 

d y ^ - 2  ̂ = y(n ^ d x  =  V»! (t; G )  9/ (t) dt => y ^  = j ^  («i C i)  ^  ( 0  dt + C2 = 

=  ^ 2  (^  G ; C 2 ) ,

Continuînd procedeul, ajungem la: y = 1pn  (t; Ci, C2 , • • • , Cn ) , iar soluția generală se reprezintă 

parametric sub forma

X = <p(t)

y = ^n  (t; C i, C2 , • ■ •, Cn )

Exem plul 9.8 Ecuația diferențială c^' + y" = x  se poate parametriza sub forma: 
x — F' + t, y" = t. Deducem succesiv:

dy

dy y'dx = (t — 1) e£ +  - t 2 + Ci (e£ + 1) dt =>

t3
e£ + — + C it F  C2 b
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Soluția generală axe forma parametrică

x = e* + t
\  t3

y = \ o ^ ~ A ] ^ + { ^  + Ci - l ] e t + -  +  C1t + C2\2  4 /  \  2 /  6

Integrale prime și factori integranți. Dacă există 0 (x, y,]/, - ‘ ■, y ^  ^ )  astfel încât

F & y ,y ',- - - ,y (n ) = ^ & y ,y ',- - - ,y (n  1}) ,

atunci soluțiile ecuației diferențiale (j) (x ,y ,y ', • • • , y^n  ^)  — C j =  0 sunt soluții ale ecuației difer­

ențiale

F (x, y, y ,  • • •, y (n ) =  0

Funcția >̂ (x, y, y', • • • , y n̂  ^  este numită integrală primă a ecuației F (x, y, y', • • • , y^n  ̂ =  0.
Uneori se poate determina un factor integrant, adică o funcție fl (x, y^ l/> ‘ ’ ’ > y ^ )  astfel încât să 

existe <p (x. y, y ', ■ ■ ■ , y^n  ^^ cu proprietatea

M (x ,y ,y \ ■ ■ ^ y ^ )  F  (x ,y ,y , d
dx

E xem plu l 9.9 Ecuația diferențială 

y'" W y" 
F  i + O/)2

X I r d

se poate scrie sub forma — 
dx

i™ lv"l -  | i n ( i  +  O/)2) =  0. De aici deducem

in |y"l _  ^  ( ' + O/)2) 

____ y" 
(i + (?/)2)3 /i

= In IC} | , sau

= C,

Ultima ecuație se poate scrie și ea sub forma

d 
dx = =  — C^x =  0

■ y'Prin urmare —= = = — C-^x = C2 . Integrînd această ecuație, obținem relația
2 ’

( x - a ) 2 + ( y - b f R 2 ,

unde a, 6 și R simt constante arbitrare.
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Exemplul 9.10 Determinați integrala generală a ecuației diferențiale 

y"y +  2y2 (y')2 +  (y')2 -  ^  =  0 
X

Înmulțind cu u,= — , obținem 
yy

+ (9.5)
y y x

care se poate scrie sub forma

^  [ln |j/'|+  7/2 +  ln |y |-2 1 n |z |]  = 0 ,

așa că In |î/'| +  y2 + In |y| — 2 In |i |  =  In |C i |, deci

e^yy ' — Cxx 2 =  0

Ultima ecuație diferențială se scrie

dx [2 3 ]

din care deducem integrala generală

2 3
Când yy1 =  0, rezultă y = C3, C3 fiind o constantă arbitrară. Această soluție rezultă din 
integrala generală, deci nu este o soluție singulară.

Exemplul 9.11 Ecuația lui Liouville,

y" + f ^ y '  + F(y) (y')2 =  0,

unde f ,  și F  simt funcții date, devine, după înmulțirea cu 11 = — 
y1

u" d [ rx  n  '
- ;  + f  (F) + F (y )y  = —  In \y’\ + f ( x ) d x +  F (y) dy 
y a x  L Jxo Jyu .

= o

Prin urmare In |Ț/ |  + ^ o f  (x) dx + f ^ F  (y) dy =  In |C]|. Putem scrie această relație sub 
forma

y' = C \ e x p ( - f  f ( x ) d x -  f  F (y )d y \
\  J XQ Jyo /

Integrînd încă odată, obținem integrala generală a ecuației Liouville:

F (y) dy dy =  Ci f  (x) dx dx + C2
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9.1.4 Ecuații diferențiale liniare.

Prin ecuație diferențială liniară de ordinul Tl ( n  E N*), se înțelege o ecuație diferențială de forma

«o (x) y™  +  a j (x) y ^ ^  +  - • ■ +  a n -  i (x) y f +  an ( x ) y  =  l ( x ) , (9.6)

în care funcțiile ^  : I  =  [a, £>] —> R, 0 <  î <  n , se numesc coeficienții ecuației, iar funcția l : I  —> R 
este numită termenul liber (sau perturbator) al ecuației. Dacă l (x )  =  0 pentru orice X €  [a, 6] , atunci 

ecuația se numește omogenă. Ecuația se numește neomogenă dacă nu este omogenă.

T eorem a 9 .1 .1  Dacă coeficienții a^, 0 <  i <  n , f i  termenul liber l sunt funcții continue pe inter­

valul I  =  [a, b] , iar ao (x) ^  0 pentru orice x  E I ,  atunci ecuația diferențială liniară (9.6) admite 

soluția unică y  =  y  (x; Xo; Î/Q, V O I ’ ‘ ’ > 2/o 1 ) J x  E I , pentru orice X Q E I  și y$, y ^  ' '  ' ,yo 1 din 

R.

T eorem a 9 .1 .2  Funcția L n  : C n  [a, b] —> C °  [a, b] definită prin 

r , / ^d n y  , , d n  l v  , ' d y  . , . .
L n  [y] =  +  a ‘ ^  +  ’ ‘ ’ +  a n - i  W v  +  «n (x ) y  (9.7)

a x n  d x n  1 ax

pentru orice y  E C n  [a, b] , este o transformare liniară.

O bservație . Ecuația (9.6) se poate scrie sub forma L n  [y] =  l (x ). Ecuația liniară omogenă are 

forma L n  [y] =  0.

T eorem a 9 .1 .3  Mulțimea soluțiilor ecuației omogene este un subspațiu vectorial n — dimensional al 

spațiului vectorial C n [a, b].

O bază a acestui subspațiu este mulțimea { t/j , • • • , y n } , unde y^ este soluția care verifică condițiile 

inițiale
y ^  ] )  (x 0 ) =  bij, 1 < i < n ,  1 < j < n

O bservație . Orice mulțime formată din n  soluții liniar independente ale ecuației omogene formează 

o bază a spațiului k e r  (L n ) . Așadar, orice soluție a ecuației omogene este o combinație liniară a acestor 

n  soluții.

W ronsk ian . Fie I  un interval real, m  E N* și yi E C m l  ( I )  , 1 <  i ^  m . Prin wronskian al 

funcțiilor y i,  • • ■ - y m  s e  înțelege funcția W [y i, • • ■ , y m ] : I  —► R, definită prin determinantul

W [ V 1 ,- ■ •,ym ](x) =

y i( x )

y 'A x)

y 2 (x) •

y 2 (x)

‘ ym (x) 

y'm(x )
, ^ }  x  E l

y T ^ X ^ y 2
m ^ X x ) ■•• y ^ ^ { x )
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T eorem a 9 .1 .4  (L iouville) Dacă y i ,  • • • , y n  sunt soluții ale ecuației omogene, atunci 

W i ,  yn](x) =  W [y u  • • • , î/n](a;o) exp ( -  (  ^ ^ r d t \  ,

pentru orice x , X Q G I .

T eorem a 9 .1 .5  Soluțiile y i , '  • ■, yn , ale ecuației omogene (11), sunt liniar independente dacă și 

numai dacă wronskianul W  [ y i ,■ • ■ y n ] nu se anulează în I .

O bservație . Ținând cont de teorema (9.1.4), teorema (9.1.5) se poate formula astfel: Soluțiile 

2/1) ‘ ‘ ‘ ; Z/n> a le ecuației omogene simt liniar independente dacă și numai dacă există X Q E I  astfel încât 

IV[î/1, ■•■yn ] (Zo) ^ 0 .

S o lu ția  generală . Mulțimea { y i ,  • • • ,y n }  , de soluții ale ecuației omogene, se numește sistem 

fundamental de soluții dacă wronskianul IV [ l/ i ,“ ’ , y n ] nu s e  anulează în nici un punct din I .

O bservații. 1) Pentru ca mulțimea {yi, • • - , y n } ,de soluții ale ecuației (??), să fie sistem funda­

mental de soluții este necesar și suficient ca wronskianul IV [yi, ■ • •, y n ] să nu se anuleze într-un punct 

din I .

2) Un sistem fundamental de soluții al ecuației omogene este o bază a spațiului soluțiilor acelei 

ecuații.

T eorem a 9 .1 .6  Dacă { y } , - - - , y n } este un sistem fundamental de soluții al ecuației omogene, 

atunci soluția generală a acestei ecuației este

y  =  C M  +  ••• +  Cnyn

unde Ci, pentru 1 <  i  <  n , sunt numere arbitrare.

T eorem a 9 .1 .7  Soluția generală a ecuației diferențiale neomogene (9.6) am forma y =  yu +  yparti 

unde yh este soluția generală a ecuației omogene asociate, iar ypart este o soluție particulară a ecuației 

neomogene (9.6).

T eorem a 9 .1 .8  Ecuația diferențială liniară neomogenă (9.6) admite o soluție particulară de forma

y p a rt -̂-1 (-^ ) î/1 V  ’ ' ‘ V  Cn ( ^ )  y n i
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unde { ț / i , ' '  ~ ^yn} este u n  sistem fundamental de soluții al ecuației diferențiale liniare omogene asociate, 

iar funcțiile Ci ( l )  ,Cn (x) verifică sistemul

' d1y l (x )  + ----- \-dn y n (x)  =  O

^ i  (*) +  • • • +  < 2 4 ^ )  =  0

< (9-8)
Ci ’/!n  2) ( l )  +  +  ^ n  2) (z ) =  O

a o [x )

O bservații. 1) Soluția particulară ypart a ecuației neomogene, menționată de teoremă, are aceeași 

formă ca soluția generală a ecuației omogene, și anume Ci t/i +  - • -H-Cn^, cu deosebirea că Ci, 1 <  l <  n , 

sunt în acest caz funcții, nu constante. Din acest motiv, metoda expusă în teoremă, prin care se determină 

o soluție particulară a ecuației neomogene, este numită metoda variației constantelor.

2) Sistemul (9.8) se rezolvă în două etape. In prima etapă sistemul (9.8) este considerat ca sistem 

algebric liniar cu necunoscutele fa, 1 <  i < TI. Sistemul este compatibil deoarece determinantul sis­

temului este nenul, fiind tocmai wronskianul sistemului fundamental de soluții {j/i, • • • , ^n } . Rezolvând 

sistemul obținem soluția fa — <fa (x)  , pentru 1 <  z <  n , unde (fa : [a, fa —> R. sunt funcții continue, 

rezultate în urma unor operații algebrice cu funcții continue, impuse de rezolvarea sistemului algebric, 

în etapa a doua se determină Cj ca primitivă particulară a funcției (fa, 1 <  i  <  n .

9.1.5 Reducerea ordinului.
T eorem a 9.1 .9  Dacă u, v G C n  [a, fa atunci

O bservații. 1) Dacă u  =  e r x  atunci, deoarece u ^  k  ̂ =  r^ k er x , are loc egalitatea

L n  [er x v] = er x (9-9)

n
unde K n  [r] =  ^  a n - j r : i =  a o r n  +  a x r n  1

- J = o

2) In particular, pentru m  < n , avem

+  • • • +  an - \T  +  a n

L n  [er x x m ] =  [K n  [r] x m  +  C ^  H ^ 1 +  -  +  C ^ K ^  [r]] e r x
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3) Dacă y\ este o soluție a ecuației diferențiale liniare omogene, adică are loc egalitatea Ln  lî/i] =  0, 

atunci funcția y =  y\V este soluție a ecuației diferențiale Ln  [y] =  l (x) , dacă și numai dacă V este 

soluție a ecuației diferențiale

52 52 ̂ - i ^ y i  }

fc=i Lj=fc
WW  =  l (x)

Notând î / 1) =  Z, ecuația de mai sus se transformă în ecuația de ordinul ZI — 1

9.1.6 Ecuația diferențială liniară de ordinul doi.

Exemplul 9.12 Considerăm ecuația diferențială de ordinul doi

y" + a] (z )y' + O2(x}y =  0

unde coeficienții aj și as sunt funcții continue pe un interval [a, b]. Să presupunem că y\ 

este o soluție a acestei ecuații, care nu se anulează în [a, 6]. Făcând schimbarea y = ŷ  (x) v 

deducem că y este soluție a ecuației considerate dacă și numai dacă v este soluție a ecuației 

diferențiale

[f l i ( )̂ y\ ( )̂ + 2y'j (x)] v' + y} (x) v" = 0

Notând v' =  z, deducem ecuația diferențială

care admite soluția

1
Z  =  f-------- 72 e x P[yi (z)] L Âo J

unde .TQ este un număr oarecare din [a, b] . Revenind la v1 = z deducem o soluție

din care deducem soluția

dt ds

independentă de ŷ . Deducem că soluția generală a ecuației considerate este

y = ciyi + c2y2

unde ci și C2 sunt numere reale arbitrare.

.j=k
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Exemplul 9.13 Considerăm ecuația diferențială liniară 

y" + p (x )y ' + q (x )y  = f  (x ) , 

unde p, q ^  f  sunt funcții continue date, definite într-un interval I  = [a, b], și un sistem 
fundamental de soluții, { Î/J, ^ }  , al ecuației omogene. Notăm

w (x) = Vi (x) 
y\ W

y2&)

y '2 ^
w (x, t) = yi W y2 (t) 

y t W  y2 ^}
K <x t x = w

ŵ(t)

Deducem
yi(t} y2(t) „ , y i(t)  y 2 ^, WXT (x, t) -
y'i W  y'2 (^) y" M  1% (^)

și w (x, x) = 0, wx  (x, x) = w (x ) . Dar

yi (0 y2 (<)
- p  (z) y\ W  -  q W  yi (^) - p  (z) y'2 (^) -  q W  y2 W

= —p (x) w'x (x, t) — q (x) w (x, t)

Vom arăta că
z(x) = i  K  ( x , t ) f ( t ) d t

este soluție particulară a ecuației neomogene. Derivînd funcția z (x) , obținem:

2 '(x ) =  K ( x , x ) f W +  [ \ ' A ^ l ^ d t = ^^
JX0 w (t)

w  W  JXQ w

Deci z" (x) 4- p (x) z' (x) + q (x) z (x) = f  (x) , ceea ce trebuia demonstrat .
Concret, ecuația oscilatorului armonic y” + a)2y = f  (x ) , admite soluția particulară

z sinw (x — t) f  (t) dt

Intr-adevăr, un sistem fundamental de soluții este format din y\ = cosux și y? = sinws. 
Deducem

w (x)
COS UJX

—w sin u>x
sin wx
O) cos o»x
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w (x,t)

K  (x, t)

cos u t  sin u t
cos u x  sin ux

=  sin u (x  — f ) ,

șina? (x — t) . , v z .
------ ------- - , z ( x )  = K  (x, t) f  (t) dt = 

Jxo
1 f x
— I sinu (x — t) f  (t) dt

Exemplul 9.14 Ecuația y" + p (x) y' + q (x) y = 0, se poate scrie sub forma

-o,

dacă există a și 6 astfel încât a + b = —p, ab — U = q. Intr-adevăr,

’ d ' 
d i ^ a

dy k 
i — by dx

d ( d y \  d dy

^ - ( a  + b )^ -  + (-b ' + ab)y =
ax* ax
d^y t dy
dx* + p d̂xr

+  yy

Rezolvarea ecuației se face astfel:
dz

a) Rezolvăm ecuația - ---- az = 0. Obținem imediat z = CeA x̂ \  unde A (x) = dx
f  a (x) dx.

\ • dy . . .b) Rezolvăm ecuația------ by = z, cu z determinat mai sus. Obținem dx

y = CA + C  eA ^ ~ D {x)dx e3 ^ ,

unde B (x) = f  b (x) dx.
Dacă p, și q simt constante, atunci a și 5 pot fi alese soluțiile zerourile trinomului 

r2 + pr + q. In acest caz
A (x) = ax, B  (x) = bx,

Dacă a ^ b ,  atunci soluția generală este

y = e ^ x dx e ^  = C ^  + - ^ - e “ 
a — b

Dacă a = b, atunci soluția generală este
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9.1.7 Ecuații diferențiale liniare cu coeficienți constanți

S istem ul fu n d am en ta l de  so lu ții. Considerăm ecuația diferențială liniară omogenă 

d n y  d n l y  d y  _
a o y - ^ +  a i -. +  • • • +  a ra- i 3  F o-ny — 0 (9.10)

d x n  d x ^ 1 d x

unde coeficienții di sunt constante reale. în acest caz, coeficienții ecuației fiind funcții constante defuute 

pe R , soluțiile ecuației vor fi definite pe R . Pentru acest tip de ecuații diferențiale vom indica un mod 

de a determina un sistem fundamental de soluții.

Fie L n  : C n  [a, b] —> C ° [a, b] funcția definită prin

r r i d ^ y  dn ~ 1y  dy
L n  =  ao ^ —-  +  a i  ■ ■ +  • — I- O n-13 F an y

d x n  d x ”- 1  d x

pentru orice y  G C n  [d, b].

T eorem a 9 .1 .10  Au loc egalitățile

L n H  =  e r X H ,

L n [xk e r x ] =  ( C ^ ^ d  +  G ^ 1 / ^ ^

unde

K n  [r] =  dOr n  +  a ^ ” - 1  H--------F dn ^ r  +  dn ,

pentru orice k  G N*, .T G R  și r  G C.

O bservații. l)Funcția polinomială K n  [r] se numește polinomul caracteristic al ecuației (9 .10 ).

2) Ecuația K n  [r] =  0; T G C, se numește ecuația caracteristică a ecuației (9.10) , iar rădăcinile 

ecuației caracteristice se numesc rădăcini caracteristice.

3)Dacă TQ este o rădăcină caracteristică atunci y  =  e r °x  este o soluție a ecuației diferențiale (9.10) . 

Dacă rădăcina caracteristică TQ este multiplă de ordinul m ,  adică anulează polinomul caracteristic și 

derivatele sale până la ordinul 772. — 1, deci

K n  [r0 ] =  K'n  [r0 ] =  • ■ • =  K ^  [r o ] =  0 ,

atunci

7/i =  e r °x , y 2 =  x e r o X , . . . ,  y m  =  x ^ e ^ 1

sunt soluții ale ecuației diferențiale (9.10).
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T eorem a 9 .1 .11 Dacă ecuația caracteristică a ecuației diferențiale (9.10) are rădăcinile distincte 

Ti, • ■ ■ , r p  cu ordinele de multiplicitate m i ,  - • ■, m p  ș im i  +  - — I- m p  =  n , atunci ecuația diferențială 

(9.10) admite sistemul fundamental de soluții

p r ^ X  r p £ ^ \ X  • » « /T»^^l ^ p ^ " l®

^ 2 ^  r r ^ X  , .  ,  ^ - 1 / 2 ®
U» ■ «Xz Q  a a dD O

eTpX x e T p X , f j ^ l l p  l g 7 " p l

T eorem a 9 .1 .12  Dacă { y i , . . . ,  y n } este un sistem fundamental de soluții pentru ecuația (9.10),

iar

Zi =  a y i  +  Py2

Z2 =  i y i  +  6y2

unde a , /3 ,y ,6  G C, atunci {z i,Z 2 , ys, • - •, y n } este sistem fundamental de soluții pentru ecuația 

(9.10) dacă ți numai dacă &6 — (3^ ^  0.

T eorem a 9 .1 .13  Dacă r^ =  a  -\- i/3 și r? =  a  — ij3 sunt două rădăcini complexe conjugate ale 

ecuației caracteristice ale ecuației diferențiale (9.10), cu ordinele de multiplicitate 771 ̂  =  7712 =  m i 

atunci, în sistemul fundamental de soluții dat de teorema (9.1.11), putem înlocui soluțiile complexe

e r ' x , x e x m  l eT ' x

T 2 Xe , i e  , . . . ,  x  e

cu soluțiile reale

e™ cos /3x, x e QX cos f ix , . .  . ,  x ^ ^ e ™  cos f ix

e™ sin f ix , xe™  sin f ix , . . . ,  x m  1 e™ sin  f ix

și setul astfel obținut este deasemenea sistem fundamental de soluții.

9 .1 .8  E cu ația  n eom ogen ă  cu  term en u l lib er cvasipo linom

Putem determina soluția generală a unei ecuații diferențiale liniare cu coeficienți constanți, neomogene, 

pornind de la sistemul fundamental de soluții indicat de teorema (9.1.11) și folosind metoda variației 

constantelor pentru obținerea unei soluții particulare a ecuației neomogene. Vom indica o altă metodă 

de găsire a unei soluții particulare în cazul când termenul perturbator este un cvasipolinom.
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T eorem a 9 .1 .14  Considerăm ecuația diferențială liniară, cu coeficienți constanți reali, neomogenă

L n  [y] =  l (*)

în care termenul perturbator este cvasipolinomul

l (x) =  e ^  [P (x )  cos /3x +  Q  (x) sin  Ș x ] ,

unde a  și /3 sunt numere reale, iar P  (x) ș iQ  (x )  sunt funcții polinomiale cu coeficienți reali. în  aceste 

condiții ecuația considerată admite o soluție particulară de forma

yP - x p e a x P  (x )  cos (3x +  Q  (x) sin  ^ x

unde P  (x) și Q  (x ) sunt funcții polinomiale astfel încât

deg P  (x) =  deg  Q  (x )  =  m ax  {deg P  ( x ) , deg Q (x )}  ,

iar p  este un număr natural, numit indice de rezonanță, definit astfel: p  =  0 dacă Ct -Y i (3 nu este 

rădăcină caracteristică, și p  =  m  dacă a  +  i/3 este rădăcină caracteristică, multiplă de ordinul m .

O bservație . Practic se procedează astfel: 1) Se determină elementele definitorii ale cvasipolinomu- 

lui l (x)  : Ci, Ș3, P  și Q.

2) Se verifică dacă numărul cu +  i/3 este rădăcină a ecuației caracteristice, determinându-sc indicele 

de rezonanță p.

3) Se compune forma soluției particulare, ca în teoremă:

yp  =  x p e a x  P  (x) cos f ix  + Q (x) sin f ix  ,

unde funcțiile polinomiale P  (x )  și Q  (x )  au coeficienții nedeterminați.

4) Se calculează derivatele până la ordinul TI ale lui yp  și se compune identitatea

^ n  [yp]  ̂ (^)

Ținând cont că un set de funcții de forma

{1, x , x 2 , • • •, ea x , x e a x , x 2 eQ X , • ■ •}

este liniar independent, se identifică coeficienții și se obține un sistem algebric din care se determină 

coeficienții funcțiilor polinomiale P  (x )  și Q  (x) .
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Exemplul 9.15 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

y iv -  by" +  4j/ =  ( i  +  1) e3x

Rezolvare: Rezolvăm mai întâi ecuația omogenă. Ecuația caracteristică este A4 — 
5A2 +  4A =  0. Rezolvînd, obținem rădăcinile Ai 2 = ±1, A34 =  ±2. Acestor rădăcini le 
corespunde sistemul fundamental de soluții

e~x , ex , e 2 x , e21,

prin urmare soluția generală a ecuației omogene este 

yh = + c2ex  + c ^ ^  + 04c2 1 ,

unde ci, C2, C3 și C4 sunt constante arbitrare. Determinăm o soluție particulară a ecuației 
neomogene. Deoarece termenul liber al ecuației este cvasipolinomul

(.T +  1) e3x = ea x  [P (x) cos fix + Q (x) sin /3x],

deducem a — 3, /3 = 0, P  (x) = x + 1, Q (x) =  1. Numărul o ±  i^  =  3 nu este rădăcină 
caracteristică, prin urmare ecuația neomogenă admite soluție de formei

yp = e3x [(Ax + B) cos Or + (Cx + D) sin Or] =  (Ax + B) e3x

Calculînd derivatele lui yp , înlocuindu-le în ecuația neomogenă, simplificând cu e31 și 
. . . . . . 1 . 38identificînd coeficienții, obținem cm sistem din care deducem A =  — și B =  ——.. . 40 5 1600
Așadar soluția particulară devine

iar soluția generală este

y = yh + yP = c}(Px  + c2ex  +  c3e 2 l +  q e 2 r + (40r -  38)
IbOO

Exemplul 9.16 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

y"' -  2y" -  9y' +  18y =  18x2 +  18x + 14

Rezolvare: Ecuația caracteristică a ecuației omogene este A3 — 2A2 — 9A + 18 =  0. 
Rezolvînd, obținem rădăcinile caracteristice: A12  =  ±3, A3 = 2. Sistemul fundamental 
de soluții este 

6 3x . 6 , 6 ,
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deci soluția generală a ecuației omogene este

yh =  cie~31 +  c2e31 +  c3e2a:,

unde Ci, c2 și c3 sunt constante arbitrare. Termenul liber al ecuației este cvasipolinomul

18i2 4- 18i 4- 14 =  e01 [(18i2 4- 18i 4- 14) cosOi 4- IsinOx] ,

care are parametri a = 0, (3 = 0, P (x) = 18r2 4- 18r 4-14 și Q (x) =  1. Deoarece numărul 
a  ±  i(3 =  0 nu este rădăcină caracteristică, rezultă că ecuația neomogenă admite soluție 
particulară de aceeași formă cu termenul liber:

yp = ax2 + bx + c

Derivînd și înlocuind în ecuația neomogenă, obținem

—4a — 9 (2ax 4- &) 4-18 (ax2 + bx + c) =  18z2 4- 18r 4 -14

Identificînd coeficienții, obținem: 18a =  18, 186—18a =  18, 18c—96—4a =  14. Rezolvînd, 
obținem: a = l ,6  =  2, c =  2. Așadar soluția particulară devine yp  = x 2 + 2x + 2. Soluția 
generală a ecuației neomogene este

y — yu 3- yP — C\e 3-c 4- c2e31 4- c3e21 4- a:2 4- 2x 4- 2

E xem plu l 9 .17  Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

y" — by +  4^ =  3ex 4- 34 sin x

Rezolvare: Ecuația caracteristică este A2 — 5A 4- 4 =  0, iar rădăcinile caracteristice 
simt Aj = 1, A2 = 4. Soluția generală a ecuației omogene este

yh — cie 4- c2e ,

C! și c2 fiind constante arbitrare. Vom determina o soluție particulară a ecuației neomo­
gene. Observăm că termenul liber nu este cvasipolinom, dar este suma a două cvasipoli- 
noame: f i  (x) =  3c1 și f 2 (z) =  34 sin x. Notăm L [y] = y" — by' + 4y. Determinînd soluțiile 
particulare yp i și yp2 astfel încât L [yp l] = fa și L [y^] = f 2 , funcția yp = yp l 4- yp2 va fi 
soluție particulară a ecuației date. Intr-adevăr,

L [yp] = L [yp i] 4- L [yp2] = fa + f 2 = 3c* 4- 34 sin z
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Comparînd cu forma generală a unui cvasipolinom, deducem că parametri lui / i  simt 
a i =  1, /3i =  0, Pi =  3 și Qi =  1, iar parametri lui /2 sunt 0:2 =  0, ^2 =  1, P  =  0 și 
Q =  l.

Deoarece o^ +  iȘ^ =  1 este rădăcină caracteristică multiplă de ordinul 1, ecuația 
L [y] =  f i  admite soluție particulară de forma yp i = x ^ A .  înlocuind în ecuație și făcînd 
toate simplificările, obținem A =  —1. Deci yp i = —xex .

Deoarece «2 +  j ^  =  * nu este rădăcină caracteristică, rezultă că ecuația L \y\ =  /2 
admite o soluție particulară de forma yP2 = a cos x + b sin x. înlocuind în ecuație și făcînd 
toate simplificările, obținem a =  5 și 6 =  3. Deci yP2 =  5cosi 4- 3sin r. Așadar o soluție 
particulară a ecuației neomogene este yp  = —xex  +  5co si +  3 sin i, iar soluția generală 
este

y = yh + yp = c ie I  + c2e4z — xex  4- 5 cos 1 +  3 sin x

Exemplul 9.18 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

y" + “ 2y = f  ( x ) ,

unde w > 0, iar /  : R  -> R  este o funcție continuă.
Rezolvare: Ecuația caracteristică este A2 + w2 =  0, iar rădăcinile caracteristice sunt 

A12 =  ± ÎUJ. Sistemul fundamental de soluții este: {coswi, sinur} , iar soluția generală 
a ecuației omogene este

yh =  Ci cosur 4- c2 sinwr,

unde Ci și Ci sunt constante arbitrare. Pentru determinarea imei soluții particulare a 
ecuației neomogene vom folosi metoda variației constantelor. Vom căuta soluție particu­
lară de aceeași formă ca y^, dar cu Ci și C2 funcții de x, adică

yp =  c i f1 ) c o s  ̂ ^  +  c 2 (^) s in

Funcțiile Ci (z) și C2 (z) verifică sistemul

Ci cos wx 4- c'2 sin u>x =  0

—u>c\ sin UJX 4- WC2 cos x = f  (x)

Rezolvînd acest sistem, obținem

c{ = ---- / ( i ) s in w i,  c£ =  — /  (z) COSCJZ
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Integrînd, obținem

1 1 f x
Ci = --- I f  (t} sin wtdt, c2 = — f  (t) cos ivtdt, 

Jxo ^  J XQ

ZQ fiind un număr oarecare fixat. Soluția particulară devine

1 
yp = ----cos LUX

U

'X

XQ

sin ivtdt 4—  sin uz  / f  (t) cos ivtdt = 
Jxo

I f  (t) sin iv (x — t) dt
Io

Se observă imediat că yp (ZQ) =  0. Soluția generală va fi

y = yh + yp = Ci cos u z  4- C2 sin uz  4—  / f  (t) sin iv(x — t) dt 
Jxo

Exemplul 9.19 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

y" 4- iv2y =  Asin kx,

A, fc și w fiind constante date.
Rezolvare: Soluția rezultă din exercițiul precedent, pentru f  (x) = A sinkx. în cele 

ce urmează vom determina o soluție particulară a ecuației neomogene ținînd cont că 
termenul liber este un cvasipolinom. într-adevăr,

A sin kx = e01 [0 • cos kx -V A sin kx]

Parametri cvasipolinomului sunt: a = 0, /3 — k, P = 1 și Q = A. Numărul a + i[3 = ik 
este rădăcină caracteristică numai când fc =  w. în acest caz, forma soluției particulare 
este

yp  = x ■ [a cos uz  4- b sin uz]
. A
înlocuind în ecuația neomogenă, deducem a = — — și 6 =  0. Deci soluția particulară 2u

Aeste yn = ----- z cos uz.

Când k ^  iv, forma soluției particulare este yp = a cos uz  4- 6 sin uz. înlocuind în

ecuația neomogenă, deducem a =  0 și i  =  —:----Deci soluția particulară este yp = 
u 2 — k2

A  •sin kx.
w2 — k2
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9.1.9 Ecuația diferențială a lui Euler

Ecuația diferențială a lui Euler este o ecuație diferențială liniară de forma

a o in ^  +  a i i n  l d —  -I------- + an y =  l (x) (9.11)
dx n  d x 1 dx

în care n  E N*, Oo, d\, . . . ,a n  sunt numere reale, Og ^  0, iar termenul perturbator l este o funcție 

reală, continuă, definită pe un interval de numere reale pozitive.

T eorem a 9 .1 .15  Ecuația diferențială a lui Euler se reduce la o ecuație diferențială liniară cu coefi­

cienți constanți prin schimbarea de variabilă x  =  f t .

C onsecin țe . Din demonstrație rezultă existența numerelor bo, by, ■ ■ ■ ,bn  astfel încât ecuația lui 

Euler (9.11) devine o ecuație diferențială cu coeficienți constanți

b° l t r  +  +  ' ' ' +  b n ~ 'lft  +  (9 1 2 )

A) Notăm

^ n  [y] -  /  7 Un- hZ ^ k 
k=Q

L n  [y] =  ^ 2  ^ J 
j=0

Arn stabilit egalitatea E n  [y (x)] =  L n  [y (e*)] , din care rezultă că soluției y = U (x) , a ecuației 

lui Euler (9.11), îi corespunde soluția y = U^e1) , a ecuației transformate (9.12). Reciproc, soluției 

y = v ( t ) ,  a ecuației (9.12), îi corespunde soluția y  =  n ( ln x )  . în particular rezultă egalitatea 

E n [xr ] = L n  [er t ] , pentru x = el .

B) Avem

/r=0

TI
^ O n - k  - r ( r  -  k + 1) + an

,k=l .

Funcția polinomială

<f>n H  =  E  a n ~k ■ r  (r  -  1) • • • (r  ~ fc + 1) + an = 
/t=l

= an  + an }  • r  +  an _2 • r  (r -  1) H------- F a 0 • r (r -  1) • • • (r -  n  +  1)
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se numește polinomul caracteristic al ecuației lui Euler. Deci E n  [xr ] = >̂n  [r]xr .

Ecuația <pn  [r\ =  0; r  G C , se numește ecuația caracteristică a ecuației lui Euler, iar rădăcinile 

acestei ecuații se numesc rădăcini caracteristice ale ecuației lui Euler. Se observă imediat că dacă TQ este 

o rădăcină caracteristică a ecuației lui Euler, atunci y = Xr° este o soluție a ecuației lui Euler. Pe de 

altă parte avem

L n  [e r t ] = ^ [ r ] e r t ,
n

unde K n  [r] = ^  bn-jr? =  &o +  &lr  +  “  ' +  bn r n  este polinomul caracteristic al ecuației diferențiale 
j=0

L n  M  — 0- D ^  ^n  M Xr  = K n  [r] er t , pentru X = e1,, din care deducem că <j>n  [r] = K n  [ r ] .

C) Rezolvarea ecuației lui Euler (9.11) se face prin intermediul ecuației diferențiale cu coeficienți 

constanți (9.12), dar fără a face calculele efective prin care se obține această ecuație. Determinarea 

sistemului fundamental de soluții se face astfel:

1. Formăm polinomul caracteristic <pn  [r] și rezolvăm ecuația caracteristică.

2. Să presupunem că am obținut rădăcinile caracteristice r ^ ,. . .  ,Tp  cu ordinele de multiplicitate 

m ^ ,. . . ,  m p  (m^ + • • --}-mp  = n). Deoarece aceleași rădăcini caracteristice are și ecuația cu coeficienți 

constanți, rezultă că această ecuație are sistemul fundamental de soluții

er i ‘
er2 t

te r ' \  •

ter 2 t , • . , tma - l e r2t.

Sistemul fundamental de soluții, corespunzător ecuației lui Euler, se obține înlocuind pe t cu In T :

x T } , i r ' l n i , 

x r 2 , x r 2 ln x ,

x r p , x T p ]nx,

, x r ' ( ln i ) m i ^ , 

, x r2 (ln x ) ^ 2^ 1 ,

, ,  x Tp ( I n i p - 1

3. Dacă toate rădăcinile caracteristice sunt simple, atunci sistemul fundamental de soluții este

x r i , x r2 . . ,  x r"

4. Dacă Ti = a  -p i[3 §i Tș = cx — i^ ,  și m^ = m2 = m , atunci în locul soluțiilor complexe

x r i , i n  ln s , • • • , x T1 (ln x )m i  1 , 

x r 2 , x r 2 ln x , ■•• , ^ ( I n i ) ”12' 1 ,
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se consideră soluțiile reale

î a c o s ( ^ b i i ) ,  (In x) x a  cos (0 In x ) , ••• , ( ln i)m  1 xa  cos (Ș In x ) , 
xa  sin (0 In x ) , (In x) xa  sin (0 In x ) , , (lnz)m  1 xa  sin (Ș In x)

Aceste soluții corespund soluțiilor ecuației cu coeficienți constanți:

ea t  cos (Ș t) , tea t cos (Ș t) , • • • , tm  1e“t cos (Ș t) , 
ea t sin (Ș t) , tea t sin (Ș t) , • • • , t™^1^  sin (Șt)

D) Pentru determinarea soluției generale a ecuației neomogene ne bazăm pe sistemul fundamental 

de soluții obținut mai sus și, în general, folosim metoda variației constantelor pentru a găsi o soluție 

particulară. Dacă termenul perturbator are forma

l (x) = l (el ) =  e0 * (P (t) cos Șt + Q (t) sin Șt) =

= xa  (P (Inx) cos (/?lnx) +  Q (Ini) sin (/Hnz))

unde a și Ș  sunt numere reale, iar P (t) și Q (t) sunt funcții polinomiale, atunci putem căuta o soluție 

particulară yp  de aceeași formă cu termenul perturbator, adică

yp = tpen t ( p  (t) cos Șt + Q (t) sinȘ tj =

= (In x) pxa P  (In x) cos (Ș In x) + Q (In x) sin (Ș In x)

unde p este indicele de rezonanță (p = 0 dacă a + iȘ  nu este rădăcină caracteristică, și p = m  dacă 

a  4- iȘ  este rădăcină caracteristică multiplă de ordinul 77l), iar P (t) și Q (t) sunt funcții polinomiale 

de grade egale cu maximul dintre gradele lui P (t) și Q (t) .

Exemplul 9.20 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

x 2y" — 4xy' + 6y = 5x

Rezolvare: Ecuația dată este de tip Euler, prin urmare ecuația sa caracteristică este

r (r — 1) — 4r 4- 6 =  0,

adică r 2 -  5 r +  6 =  0. Rezolvînd această ecuație, obținem rădăcinile distincte r] =  2 și 
r2 =  3. Acestor rădăcini le corespunde sistemul fundamental de soluții: y  ̂ = x 2 , y2 = x3 . 
Soluția generală a ecuației omogene este

2 , 3yh = CiX 4- c2x ,
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unde Cj și C2 sunt constante arbitrare.
Determinăm o soluție particulară a ecuației neomogene. Pentru aceasta observăm că 

membrul drept, în urma schimbării de variabilă x = el , devine: 5x =  5ef . Pentru ecuația 
cu coeficienți, constanți în care se transformă ecuația dată, se poate determina o soluție 
de aceeași formă cu membrul drept: yp = Ae*. Această soluție devine, pentru ecuația 
dată, y = Ax. înlocuind în ecuația neomogenă, obținem —4xA + 6Ax =  51. Deducem 
imediat A =  - .  Soluția generală cerută este y = yh + yP — CiX2 + C2X3 + - X .

Exemplul 9.21 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

x3y"' + ^ ^ y "  — zy' + y = —
X

Rezolvare: Fiind o ecuație de tip Euler, ecuația caracteristică a sa este

r (r — 1) (r — 2) +  2r (r — 1) — r +  1 =  0,

adică r 3 — r2 — r +  1 =  0. Rezolvînd, obținem: 74 2 =  1, r3 =  —1. Pentru ecuația cu 
coeficienți constanți, rezultată din ecuația dată în urma schimbării de variabilă x — ^ , 
sistemul fundamental de soluții este: e4, te1, e 1. Acestui sistem îi corespunde, pentru 
ecuația dată, sistemul fundamental: x, i l n r ,  —. Rezultă că soluția generală a ecuației 

x
omogene este

yh = c.]X + c^xInx H 
' x

Determinăm o soluție particulară a ecuației neomogene. Pentru aceasta observăm că 
membrul drept, în urma schimbării de variabilă x =  e‘, devine: 4e- t . Ținînd cont că 
4e £ este cvasipolinom și că —1 este rădăcină a ecuației caracteristice, putem determina 
o soluție particulară pentru ecuația diferențială neomogenă de forma

yp = A te ^ ,

unde A  esteo constantă. Revenind la variabila x, avem yp = A ---- . înlocuind în ecuația 
' x

neomogenă, obținem
.1 1 —6 In x —3 + 21nx 1 —Inx .Inx 4

A --------------- F 2A-----------------A ------------ F A ---- = - ,

din care, în urma simphficărilor, deducem A =  1. Așadar, am obținut soluția particulară 
Inx . 1yp = ---- . Soluția generală cerută estex

, c3 Inx
y = yh + yP = cix +  c2x inx  H------ 1------ X X
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Exemplul 9.22 Determinați soluția generală a ecuației diferențiale

x 2y" + by + I3y =  0

Rezolvare: Ecuația diferențială dată fiind de tip Euler, ecuația sa caracteristică este

r (r — 1) +  5r +  13 =  0,

adică r 2 +  4r +  13 =  0. Rezolvînd această ecuație, obținem rădăcinile complexe: r1 2  = 
—2 ±  3z. Sistemul fundamental de soluții al ecuației diferențiale cu coeficienți constanți 
la care se reduce ecuația dată este

e^2 tcos3i, e ' a sin3t

Acestui sistem îi corespunde, pentru ecuația Euler dată, sistemul fundamental de soluții

cos (3 In s ) , sin (3Ins)

Prin minare, soluția generală a ecuației date este

Ci cos (3 In s) +  c2 sin (3 In s)
X 2

unde Cj și c2 sunt constante arbitrare.

9 .1 .10  E cu ația  d iferen ția lă  a  lui G auss

Ecuația
x  (1 — s) y" +  [c — (a 4- b + 1) s] y' — aby =  0,

unde a, b, c 6 R, c 0 Z_, se numește ecuația diferențială a lui Gauss.
Printr-un calcul oișnuit cu serii de puteri, se verifică imediat că o soluție a ecuației 

lui Gauss, în (—1,1), este dată de seria

a-b  a (a +  1) ■ • • (a +  n — 1) • b (b + 1) ■ • • (b + n — 1) n
V. ■ c + + n! • c (c + 1) ■ • • (c + n  — 1)

Această serie se notează prin 2F I (a, b; c; x) și se numește serie hipergeometrică sau funcție 
hipergeometrică.

Notînd (t)n  =  t (t +  1) • • - (t +  n — 1), pentru n > 1, și (£)0 =  1, putem scrie
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Menționăm câteva proprietăți ale seriei hipergeometrice:
1) . 2f i  (a, b; c; x) =2 Fx (b, a; c; z ) ;
2) Raza de convergență a seriei 2F I (a, b- c; x) este R =  1;
3) 2 Fi (~ m , b; c; z) , unde m  este un număr natural, este un polinom de gradul m:

2F  (-m ,b-c-x)  =  l - C ^ i  +  ̂ ^ i ^ I
2 +  . 

c c (c + 1) m c ( c + l ) - - - ( c  +  r n - l )

4) 2F1 (-m , b; b; - x )  =  (1 +  x)m  ;
5) 2Fi (a, b- b; x) = 1 ;

6) 2F  (1,1; 2; - z )  =  -  In (1 + z ) ;

7) ~  2Fi (a, b- c; z) =  — -2 Fi (a +  1, b + 1; c +  1; z ) . 
ax c

Exemplul 9.23 Orice ecuație diferențială de forma

(z — zi) (z — z 2) y" + (Ax F B) y' F Cy =  0,

unde Z], z2 , A, B, C 6 R, Zi ^  z 2 , se reduce la ecuația lui Gauss prin schimbarea de
variabilă t = —------- . într-adcvăr, avem:

Z2 ~  Zi

y' =
dy dy dt dy 1
dx dt dx dt x 2 — Xi

y" =
^ y  i
^ 2 (z2 — z j

înlocuind în ecuația considerată, obținem:

sau

(Py 
dt2 At + Axi F B

Z2 - Z j )) ?dt
+c’ =“'

A x y + B 
x 2 -  Zi J dt y  ’

care este ecuația lui Gauss cu parametri a, b și c dați prin egalitățile

Azi + B c = -------------
Z2 -  Zj a F b F — A, ab — C
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Exemplul 9.24 Să se integreze, cu ajutorul ecuației lui Gauss, ecuația diferențială

(1 — x2) y" — (2a + 1) xy' +  n (n +  2a) y = 0,

unde a  este un număr dat.
. . x  H- 1Făcînd schimbarea de variabilă t = —-—, avem

2

y  dt 2 dt2 4

înlocuind în ecuația dată, obținem:

d2u du 1
* (i _  ~  (2 a  +  ^ ^  ~  i) ■ o +  n  (n + 2 a ) y =  0

dt* dt 2

Aceasta este ecuația lui Gauss în care

c -  (a +  b +  l ) t  =  (2a +  1) • — (2a +  1) t, —ab = n (n  + 2a)

Deducem imediat a = —n, b = 2a + n, c =  a  +  - .  Rezultă că ecuația dată admite ca

soluție particulară polinomul de gradul n: yi (x) =2 -Fi —n, 2a + n; a  4-
1 . x + i \
2 , - r )

9 .1 .11  E cu a ția  lu i B esse l

Ecuația diferențială
x~y" + xy' + (x2 — A2) y = 0, (9.13)

unde A > 0, se numește ecuația lui Bessel. Soluțiile acestei ecuații se numesc funcții 
Bessel sau funcții cilindrice.

Căutînd soluții de forma y — x a z, obținem ecuația

x^z" +  (2a + 1) xz' + (x2 +  a 2 — A2) 2 =  0 (9-14)

într-adevăr, derivatele lui y devin

y' = axa ~l z + x a z', y" =  a  (a — 1) x a ~2z + 2axa ~xz' 4- x a z"

înlocuind în ecuația (9.13) și simplificînd cu x “ , obținem ecuația (9.14).
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Consecințe. 1) Pentru a  =  ±A, ecuația (9.14) capătă forma

xz" + (2a + l ) z '+ i z  =  0 (9.15)

2) Pentru a = —̂ , această ecuație se reduce la z" 4- z =  0 și are soluția generală 
z — A cos x + B  sin x, unde A și B  sunt constante arbitrare. Rezultă imediat că soluția 
generală a ecuației

x 2y" 4- xy' + ^x 2 — - ^  p =  0

este y = A ^  + B ^ .
în continuare, vom cerceta ecuația (9.15) numai pentru a ^  ~~.

Teorema 9.1.16 Dacă 2a  ̂ Z_, atunci ecuația (9.15) admite soluția

( - i ) p
Z p\ (a + 1) \ 2 ) ’

p>0 v 'P

Demonstrație: Căutăm soluții de forma z = ^  an x n . Derivînd și înlocuind în ecuație, 
n>0

obținem

x ^ ^ n  (n — 1) an xn ~ 2 +  (2a +  1) ^ n a n i " ”1 + x ^ J a n x n  =  0, 
n>2 n>l n>0

din care, anulînd coeficienții puterilor lui x, deducem

(2a + 1) dj =  0,

(n 4-1) (n 4-1 4-2a) an + ] = —an _ j , n > l

Din prima relație deducem ai =  0. Relația a doua se scrie, separat pentru coeficienții de 
ordin impar și pentru coeficienții de ordin par, sub forma

3 (3 4- 2a) 03 =  — a] 2 (2 4- 2a) 02 =  — &o

5 (5 4- 2 a )a^ = — 03 4(4 4  2 a )a  ̂ = — 02

(2p 4-1) (2p 4-1 4- 2a) a2p+i =  - ^ 1  2p (2p 4- 2a) a2p = - a 2p-2

Ținînd cont că numerele n4~ 14-2a nu sunt nule, oricare ar fi n, deducem că toți coeficienții 
de ordin impar sunt nuli, iar coeficienții de ordin par sunt dați de formula

(— I T  A
a 2pp = p > 04Pp\ ța  +  l) p ’ F

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra, si ecuații diferențiale 181

Pentru OQ =  1 obținem soluția

z -  ^ a 2 p X 2 p  -  22
P>0 P>0

( - l ) p 

p'- ( a +  l)p

I \2P

27 ’

tocmai ceea ce trebuia demonstrat. ■
Vom nota, când a  nu este întreg negativ,

y  ( -1 )” i ^  Y  = x . z ^ ( a  +  l ) , ^  ’ “

Raza de convergență a seriei fiind

R ■ lim
± D ! L 
pl(o+l)p

(p+l)!(a+l)p + 1

=  lim (p +  1) |a  + 1 + p| =  oo,

rezultă că seria este convergentă pentru orice a; € R. Din teoremă rezultă că pentru 
2a Z_, Z Q este soluție a ecuației (9.15).

Consecință. Când 2A ^ N, ecuația lui Bessel (9.13) are soluțiile independente: Y\ 
(pentru o =  A) și Y . x  (pentru a  =  —A). Soluția generală a ecuației lui Bessel, în acest 
caz, este

y = AYx  + B Y  x ,

unde A^i B  sunt constante arbitrare. Menționăm că Yx  este soluție indiferent de valoarea 
A > 0 (deoarece 2a =  2A nu este întreg negativ).

Cercetăm cazul când 2a € Z .
I) Cazul 2a = — (2m +  1), adică a  =  —m  — | ,  unde m > 1 este un număr natural. 
Coeficienții de ordin impar sunt dați de relațiile

3 (3 — ‘2m — 1) a3 =  —ai
5 (5 — 2m — 1) a5 =  —a3

(2m -  1) (2m -  1 -  2m - 1 )  a2 m ^  =  - a 2m_3 
(2m 4- 1) (2m +  1 — 2m — 1) a2rn+1 =  - a 2m_] 
(2m + 3) (2m +  3 -  2m -  1) a2m +3 =  - a 2 m + i

(2m +  2p +  1) (2m +  2p +  1 -  2m -  1) a2m+2p+1 =  - a 2m + 2p_} , P > 0
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Deoarece a} =  0, din primele m  relații deducem că și 03, 05, • • • ,a2m-i sunt nuli, iar 
coeficientul a2m+i poate avea orice valoare. Din ultimele p relații, prin înmulțire și sim­
plificare, deducem

O 2 m + 2 p + l ~  ‘ a 2 m + U  P ~

Coeficienții de ordin par sunt dați de relațiile

2 (2 — 2m — 1) a2 =  —̂o
4 (4 — 2m — 1) a4 =  —02

2p (2p -  2m -  1) a2p =  -«2p-2, p > 0

din care deducem
( - 1 ) P  A

«2P =  -— —f ---------- r v a o, p  >  o4 - . p ! ( ^  +  l ) p

Soluția obținută are forma

O -2m + 2p+ \X 
p> 0 p> 0

X \ 2 P

.2p _  n  ~2m+l — ®2m+1 ̂
p> 0

,P

2 J p

p>0 Pr  - v 2 / p
—  O 2 m + 1 ^  Z r n + ț  +  (IQ Z  M _ 1 ,

unde a 0  și a 2m+i su n t co n s ta n te  a rb itra re .

Consecință. Pentru X — m + ^, m E N*, ecuația (9.13) adică

z  y + xy +  I i  -  I 2 /  I P =  0, 

admite soluțiile.

Pi = ^ ^ 1 = ^ 1 ,

y2 = x m  2 ^a2m + \x 2m + xZrn+ \+ a o Z  m ^ = a 2m + ]Ym + i+ a o ^ 

Reținînd soluțiile independente Ym + i și Y_m _ i, soluția generală este

y = AYm + 12+ B Y ^

II)  Cazul 2a = —2m, adică a = —m, imde m > 1 este im număr natural.
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Coeficienții de ordin impar sunt dați de relațiile

3 (3 — 2m) 03 - —ai 
5 (5 — 2m) o5 =  —a3

(2p 4- 1) (2p +  1 -  2m) a2p+i =  -O2P- i ,  p > 1

din care deducem că toți coeficienții de ordin impar sunt nuli.
Coeficienții de ordin par sunt dați de relațiile

4 • 1 (1 — m) a2 =  —a0

4 • 2 (2 — m) o4 =  —a2

4 • (m -  1) (m -  1 -  m) a2m_2 =  - a 2 m - 4

4 * m (rn rrtj d2m ■' tt2m~2
4 • (m + 1) (m +  1 -  m) o2rn+2 =  - a 2m

4 - (m + p )(m  + p - m )  a2m+2p = -azm+zp-h P > 1

Din primele m  relații deducem că o2m_2 =  - - • =  a0 =  O, iar că a2m  este arbitrar. Din 
ultimele p relații deducem că

_  (-1 )P

Soluția obținută are forma

_.2m + 2p _  T 2 m  f  2 p  —
2 7 . ̂ 2m+2pX 'J'2m X /  . z ■ I n  a 2m7'

p > 0  p > 0  v 'P

Consecință. Pentru X = m, m E N*, ecuația (9.13) adică

x 2y" + xy' + (x2 — m2) y = O,

admite soluțiile

Pi =  x m Zm  = Ym , (pentru a = m)

y2 x~m a2m x 2 m Zm  = a2m Ym  (pentru a  = -rn)

Observăm că în acest caz soluțiile obținute nu sunt liniar-independente.
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Exemplu 9.25 Considerăm ecuația diferențială

x2y" + axy' + (b + cxd } y = 0,

unde a, b, c și d simt numere reale.
Dacă d = 0, atunci ecuația este de tip Euler. Dacă d ^  0, atunci, ecuația se reduce la 

o ecuație Bessel printr-o schimbare de variabilă de forma x = ktn  și printr-o schimbare 
de funcție de forma y = tm w. Mai precis, ecuația capătă forma

t2w + tw + (t2 — A2) w =  0,

unde A2 =  m 2 — bn2 , dacă

2 l - a  ,
n = - ,  m =  — -— , k =d d

’d2 j 1/d 
4c

într-adevăr, calculînd derivatele lui y, obținem

y'

y"

kntn  1 dt ^  W  ̂ k n t ^ 1

1 d
kntn " x dt

^ t m  n w + 
kn

77) 1
m l w + t m w] = — tm n w + — tm ~n + 1W J kn kn

— tm n + 1 w 
kn

^ ^ . t^ w +k2n2

Im  - n  + 1 „---- — ------tm  2n+ 1w +
km 1

- ț — tm - 2n+2w
k2n2

înlocuind în ecuația dată, obținem

m (m — n) 2m — n + 1 „ ,, 1 ,---- ’- tm w + —---- ------ tm + 1w + — tm + 2w +

+a—tm w + a—tm + iw + (b + c^t™ ^ tmw =  0 n n x '

înmulțim cu n2 și simplificînd cu tm , obținem

t2w + t (2m — n + 1 + an) w + [m2 — mn + amn + bn2 + ckdn?tnd1̂  w =  0

Punînd condițiile
2m. — n + l  + an — 1. nd = 2, ckdn2 =  1,

obținem ecuația din enunț. Analizînd condițiile puse, deducem imediat

2 n ( l -
n ~ d '  m ~  2

a) 1 — a
d , k = 4c

ca în enunț.
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9.1.12 Ecuația diferențială a polinoamelor ortogonale

Proprietăți generale Fie a,b € TI, I  = (a,b) și p : I  R +  o funcție, pe care o vom 
numi pondere, cu proprietatea

p' (x) a  (x) 
P ^ )  fi( x Y

pentru orice x E I, unde a (x) = a0 + anx și fi (x) = fa + fax + fax2 sunt funcții 
polinomiale cu coeficienți reali, iar |a i| +  |/^| > 0. Mai presupunem că p (x )fi(x )  se 
anulează pentru x = a și x = b.

Teorema 9.1.17 1. Pentru fiecare n G N*, funcția

=  (9.16)p (x) axn

definită pentru x E I, este o funcție polinomială de gradul n.

2. Qn  (x) este o soluție particulară a ecuației

/3 (x) y" 4- [o țx) + fa (x)\ y' -  n[ai + (n + 1) fa]y = 0 (9.17)

3. Are loc relația

n ^ e N ^ ^ m ^  țQn ,Q m ) p  = (  p țx )Q n (x)Q m țx)dx  = Q (9.18)

Demonstrație: 1) Avem:

(pfafa = p'fa1 + p n f i^ fa  = p -fi*  + p n ^ ^ f a  = pfa 1 (o + nfa) = pfa1 ^ ,

unde Rnj = a + nfa este funcție polinomială de gradul 1. Prin inducție matematică se 
arată că, pentru 0 < k < n, avem

{pfa1̂  = p / T ^ R ^  , (9.19)

unde Rn k este funcție polinomială de gradul k. In consecință, pentru k = n obținem:

Q„ = -  ( p ^ " 1 = -̂P^ - " ^  = R^ , 
p p

unde Rn,n este funcție polinomială de gradul n.
2) Notăm u = pfin . Avem

u' = p’fa1 + p n ^ f a  = p - fa 1 + p u fa ^ fa  = p fa -1 (a + nfa) = -  (a + n fa ),
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Deducem că u'/3 = u(pt + n/3') . Derivăm această egalitate de n + 1 ori și obținem 

^ (n+ 2) +  ^ + / u (n+1) + ^ + / ' u (n ) = (a + n ^  u(n+ 1} + C n+\ (a +  nfi")u (n )  (9-20)

Notînd u ^  = v, relația (9.20) devine succesiv:

Șv" + (13' — a ) v ' ----------(nȘ" +  2a') v =  0, sau
2

(3 t, (3' — a , n +  1—v H----------v ---------- (n02 + a ^ v  = 0, sau
P P P

^ v \  -  — (n ft +  a ^  =  0 (9.21)
P /  P

Ținînd cont că Qn  = —v și derivînd, deducem ușor că —v' = aQn  + ftQ'n  și relația (9.21) 
. p p

devine succesiv:

(aQn + /3Q'n y  -  (n + 1) (n/32 + a ^  Qn  =  Q, sau

^  +  ^  +  a )Q'n - n [ai  +  (n + l)P 2\Q n  = 0, (9.22)

Relația (9.22) arată că Qn  este soluție a ecuației diferențiale (??), ceea ce trebuia demon­
strat.

3) Calculăm, pentru k < n, integrala f ^  p(x) x k Qn  (x)dx. Avem:

rb b
p (x )x k Qn (x)dx = x k ( p ( x } V \ x ^  dx=  x k (p (x)fin ( x ^  -

J a Ja a
Zb 

kx k ~' (p (x) (3” ( z ) ) ^ 1* dx = x k p (x) (3 (x) R n ^  ( ^ f  -

Z b fb
x k } (p (x) ^  ( x ^  '> dx = - k  x k A (p (x) ^  ( x y ^  dx

J  a

Continuînd integrările prin părți, ținînd cont de relația (9.19) și de faptul că p(x) (3(x) 
se anulează pentru x = a ș\ x = b, obținem succesiv:

[ p ^ t X ^ - ^ d x ,

^ k \ ( p ( x } ^ { x ^ M ''
b 

a

= ( - i i ' i i f w r ' M V i - i W  = o . 
a

Deci f a P ^ ^ Q n  (x) dx =  0. Fie m ,n  E N , m  ^  n. Putem presupune că. m < n  fără a 
micșora generalitatea. Pe de altă parte, am văzut că Qm  (x) este o funcție polinomială
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de gradul m. Deci Qm  (i) =  ^ ^ j  q ^ ,  cu q  ̂ G R. Acum

ceea ce trebuia demonstrat.

Observații. 1) Funcția a-nQn (x) , unde an  € R* simt constante arbitrare, are ace­
leași proprietăți ca și Qn  ( x ) .

2) Relația (9.18) se exprimă spunînd că polinoamele Qn  și Qm  sunt ortogonale cu 
ponderea p, pe intervalul (a, b).

3) Ecuația (??) se numește ecuația diferențială a polinoamelor ortogonale cu ponderea 
p, pe intervalul (a, b).

4) Relația (9.16) este cunoscută sub numele de formula lui Rodrigues.

Funcția generatoare. O funcție de forma

K {x ,t)  = Y . R n ^  ^ 
n>0

definită pentru x E I  și |t| < r, se numește funcție generatoare a șirului de polinoame 
ortogonale (Rn)n e N  • In [28] se demonstrează că funcția

K  (x, t) = P ^ i) 
P ^ )

1
1 -0 3 ' (z i)’

unde Zi este rădăcina (zeroul) ecuației z — x — t/3 (z) =  0, care este cea mai apropiată de 
x, este funcție generatoare pentru șirul de polinoame (lîn)n e N  , dat prin

Rn(x) =
1 1 (F1 

n! p (x) dxn

Vom considera câteva cazuri particulare de polinoame ortogonale.

Polinoame Jacobi. Polinoamele Jacobi, notate J n ’q  ̂ (2) , corespund cazului când I  = 

(a, b), cu a, b E R, iar p (x) = (x — a)q (b — x)p , unde p > — 1 și q > — 1.
Pentru simplificarea expunerii, considerăm cazul a =  —1 și 6 =  1, iar p(x) = 

(1 +  x)q (1 — x)p . Avem

p' (x) =  g (l +  x}q~x (1 -  x f  - p ( l  + x)q (1 -  r ) ^ 1 ,
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din care rezultă
P' (^) =  Q - p - i Q  + P ^ 
p(x) 1 — x2

Deci a (x) = q — p — (q + p) x și /? (x) =  1 — x2 . Din teoremă rezultă că funcția

w  = « „(1  U ) - ' ( l  -  . ) * ’ ^  [(1 +  x ) ^ "  (1 -  x ) - ^ ] ,

pentru orice an  G R*, este polinom de gradul n și soluție particulară a ecuației diferențiale

(1 -  x2) y" 4- [q -  p -  (q + p + 2) x] y + n (n + p + q 4-1) y =  0

O funcție generatoare a polinoamelor Jacobi este:

K  (x, t) =  2 ^ ’ (1 + 4xt + 4t2) 1/2 (1 +  2t +  V i + 4xt +  4t2)  ” (1 -  2 H  Vi +  4xt +  4t2)  ’

Deci, luînd a^ = — , avem n!

x e  ( - l , l ) , | t |  < r  => K f c l )  =  £  J ^  (x) f , 
n>0

l>entru r > 0 suficient de mic.
Făcînd schimbarea de variabilă x =  1 — 22, vom reduce ecuația diferențială a poli­

noamelor Jacobi la o ecuație Gauss. înlocuind

dy 1 dy d?y 1 cPy
dx 2 d z ’ dx2 4 dz2

în ecuația diferențială a polinoamelor Jacobi, obținem ecuația Gauss

z (1 -  z) + \p + l -  (p + q + 2) z ] ^  + n (n + 1 + p + q) y = Q,
dz1 dz

pentru a = —n, b = n + l+  p + q ,c = p + l .  Rezultă că soluțiile ecuației Gauss, care simt 
polinoame, simt tocmai polinoamele Jacobi. Deci

J ^  (x) = A n -2 Fi ( - n , n + l + p  + q-,p + l;^— ^ \  ,

unde An  sunt constante arbitrare. Așadar

n  U  n  h  k \ - ( p + l) k V 2 )

( n + l+ p  + q)k f i  — x \ k

k=0
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Polinoame Legendre. Polinoamele Legendre, notate Pn , sunt definite prin Pn  (x) = 
Jn '^  (x ), adică sunt polinoame Jacobi corespunzătoare cazului când p = q = Q, I  = 

(a ,b), cu a, b 6 R, iar p(x) =  1. Considerînd cazul a - —1 și 6 =  1, avem p(x) = 1, 
a  (x) =  0 și /? ( i)  =  1 — x2 . Din teoremă deducem că funcția

P n ^  =  a n ^

este polinom de gradul n și soluție particulară a ecuației diferențiale

(1 — x2) y" — 2xy' + n (n +  1) y = 0

Luînd p =  g =  0 în funcția generatoare a polinoamelor Jacobi, obținem funcția genera­
toare a polinoamelor Legendre: K  (x, i) =  (1 + 4xt + 4t2) ^ 2 . Deci

X G (-1 ,1 ) , |i| < r  => . ■ 0 =  y  A T -  [(1 -  ^ ) n ] • *n , (9.23)

pentru r  > 0 suficient de mic. înlocuind 2t cu —r, obținem

X £ (~L  1) , N  < 2r => 1 . =  V  — [(x2 — l ) n ] • Tn

VI -  2xr 4- T2 ^ 2 n  -ni dxn  '  J

Pentru aceste polinoame Legendre, Pn  (x) =  S^n!^* [(x 2  — 1)”] ? fol°sind funcția gener­
atoare, prin derivare fie în raport cu t fie în raport cu x și egalînd coeficienții puterilor 
egale, se pot obține diferite relații de recurență:

1. (2n +  1) xPn  (x) -  (n +  1) Pn+ 1 (x) -  n P ^  (x) =  0,
2. 7 ^  (x) -  Pn  (x) -  2xP'n  (x) -  P ^  (x) =  0,
3. P ^  (x) + nPn  (x) -  xP'n  (x) =  0,
4. (n + 1) Pn  (x) +  xP^ (x) -  P^+1 (x) =  0,
5. (2n + 1) Pn  (x) -  P '+1 (x) + P'n _A (x) =  0,
6. (1 -  x2) P'n  (x) -  nPn ^  (x) -  nxPn  (x) =  0.
De exemplu, prima egalitate se obține derivînd (9.23) în raport cu t. Obținem

Deci
(x —t) y  pn  (x) tn = (i -  2 x t+ 12} y ^  n Pn t1 ) tn l

n>0 n>l
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Egalînd puterile lui tn , obținem

xPn  (x) -  Pn - i  (x) =  (n +  1) Pn + i (x) -  2xnPn  (x) +  (n -  1) Pn ^  (x) ,

adică
(2n + 1) xPn  (z) -  (n +  1) Pn + i (x) -  nPn ^  (x) =  0,

după reducerea termenilor asemenea.
Ca soluții ale unei ecuații Gauss, polinoamele Legendre au forma 

f ’n W  =  4  -2 Fi ( ~ n ,n  + 1; 1;

k=0 
imde An  sunt constante arbitrare.

Polinoame ultrasferice ( Gegenbauer). Polinoamele ultrasferice, notate C ^ 

sunt polinoame Jacobi pentru p =  g =  A - -  , cu A > - - .  Deci

C<» (x) = J ^ ' ^  (x ) ,

în cazul a = — 1 și b =  1, rezultă p(x) =  (1 — x 2)X 5 , a  (x) = — (2A — 1) r , iar /? (r) = 
1 — x 2 . Din teoremă rezultă că funcția

pentru orice an  € R*, este polinom de gradul n și soluție particulară a ecuației diferențiale

(1 — i 2) y" — (2A + 1) y' +  n (n +  2A) y = 0

Funcția generatoare a polinoamelor ultrasferice, cu a. 
toare a polinoamelor Jacobi, este

n = —, dedusă din funcția generă­
ri!

1

VI + 4xt + 4£2 (1 + 2ts + V i +  4st + 4/2)Ă 2

Ca soluții ale unei ecuații Gauss, polinoamele ultrasferice au forma

n

1 1 — X \
—n ,n  +  2A;A +  - ;  —-— j =

(n  + ^ } k  X \
k 2

unde An  simt constante arbitrare.
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Polinoame Cebîșev. Polinoamele Cebîșev, notate Tn  (x ) , sunt definite prin Tn  (x) = 

Jn 2 27 (x ) , adică sunt polinoame Jacobi corespunzătoare cazului p =  g =  — | .  In cazul 
a = —1 și 6 =  1, rezultă p (x) =  ^ = f , a  (x) =  x și /3 (x) =  1 — x 2 . Din teoremă rezultă 
că funcția

Tn  (x) = an  ■ V i - x 2 - ^  [(1 -  ^2)n  ,
dxn  L J

pentru orice an  G R*, este polinom de gradul n  și soluție particulară a ecuației diferențiale

(1 — x2) y" — xy1 + n2y =  0

O funcție generatoare a polinoamelor Cebîșev se poate deduce din funcția generatoare 
a polinoamelor Jacobi, particularizînd p = q — ~ \-  Observăm însă că prin schimbarea 
de variabilă x = cost, ecuația diferențială a polinoamelor Cebîșev devine

Soluția generală a ecuației este

y =  Cin cos rit + C2n  sin nt,

unde Cin  și c n̂  sunt constante arbitrare. Din relația

cos nt + i sin nt =  (cos/ +  is in t)n = ^  ik C k cosn ~k tsm k t + 
k>0, k par

5 z cos r sin 
fc>0, k- impar

deducem

cosnt =  ^  (—1)J C*2 j cosn ~2j tsin2 j t =  y '  (—l / C ^ x n ~23 (1 — x 2^ \
0<i<n/2 0<j<n/2

sin nt = y y  ( — 1)J ’ ] C2 j- 1  cosn 2 j + 1 1 sin2 j” 1 1 = 
l < j < ( n + l ) / 2

= y r ^  J2 ( - î r 1^ - 1̂ 1^ - ^ 1

l < J < ( n + l ) / 2

Din aceste formule, deducem că Tn  (x) se obține din soluția generală luînd C2n  = 0. Așadar

Tn  (x) = cin cosnt = Cin cos (narccosz) =  Cin  5 2  ( ~ l f  C ^ x ^ 2-’ (1 — x2)7

0<j<n/2
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Putem determina direct o funcție generatoare. Pentru Tn  (x) =  cos (n arccos x) avem

n > 0  n > 0  \ n > 0  /

„  1 1 — i cos t 1 —tx
— R c----------------------- —----------------------------- —----------------
1 — icos/ — it sint (1 — t cost)2 + t2 sin2 1 1 — 2tx + t2

pentru |t| < 1 și orice x 6 [—1,1] .
Ca soluții ale unei ecuații Gauss, polinoamele Cebâșev au forma

Tn ( x )  An  *2 F\ I î l ,  71, “  I
\  £ £ J

fc=O 
unde A n  simt constante arbitrare.

k. \  2

Polinoame Laguerre. Polinoamele Laguerre, notate Ln  (x ) , corespund cazului când
I  = (0, oo), iar p (x) = x x e~ x , unde A 6 R. Avem p' (x) = Axx ~ ’e- 1  — x x e x . Deci 

p' (x) X — x 
p(x) x ’

din care rezultă: a (x) — A — x, 0  (x) = x. Pentru ca p (x) (3 (x) = x A+1e- 1  să se anuleze 
la capetele intervalului I  este suficient să considerăm A > — 1. Din teorema (1) rezultă că 
funcția

Ln  (x) = an x x ex —  [xn + xe x ] , 

pentru orice an  € R*, este polinom de gradul n și verifică ecuația diferențială 

xy" + (A + 1 — x) y1 + ny = 0

Funcția generatoare a polinoamelor Laguerre se obține imediat. Ecuația

z — x — tp (z) = z — x — tz = 0
1 • ’*' .arc soluția Z\ = ------. Prin urmare

K (x ,t)  = p(z\) 1
p(x) 1 - t p ' ^ )

X 
x x ( l - t )  x e l ~ t  1 

x Xe~x  1 — t

xt
=  (1 -  t ) -Ă 1 e  ̂ -  1

Deci, luînd an  =  ^  în formula polinoamelor Laguerre, obținem 
xt

( l - t y ^ e t - l  = ^ L n (x )tn ,
n>0

pentru orice x  G (0, oo) și |t| < r, pentru r suficient de mic.
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Polinoame Hermite. Polinoamele Hermite, notate Hn  (x ) , corespund cazului când

I  =  (—00,00), iar ponderea este p(x) =  e ^ .  Avem p' (x) = —2xe~x  și deci =
P \x )

—2x, din care rezultă a  (x) = —2x și (3 (x) =  1. Din teorema (1) deducem că funcția

Hn (x) — U, el2 dP 
dxn

pentru orice an  6 R*, este polinom de gradul n și este soluție particulară a ecuației 
diferențiale

y" — 2xy' + 2ny =  0

Funcția generatoare se obține imediat. Ecuația z — x — tfl (z) =  0 are soluția Zi = x + t.
Deci

' ’ '  p (z) l - t 0 ’ (z t )
g - M 2

= e~2 x t 't2

Deci, luînd an  =  ^  în formula polinoamelor Hermite, obținem

= Y . H n (x ) tn , 
n>0

pentru orice r  E R  și |t| < r, pentru un număr r > 0 suficient de mic. Putem obține 
din această formulă diverse formule de recurență. De exemplu, derivînd în raport cu t, 
obținem

^ n H n  (x) t”- 1 = ( - 2 i  -  2t) e ^ ^ 2 =  (—2m -  2t) £  H„ (x) tn

Identificînd coeficienții puterilor egale ale lui t, obținem

-2 x H 0 (X ) = H] (x ) ,

-2 xH n ( x ) - 2 H n~} (xj =  (n +  1) Hn + i (x ) , n > 1

Din formula lui Rodrigues deducem

H0 (x) 1 x ^  r
0! dx° Le~

x2 e1  2 e- 1 2

iar din formula de recurență stabilită mai sus putem deducem toate polinoamele din șirul 
(Hn ).
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9.2 Exemple din Fizica și Chimie
Interpretarea mecanică a ecuațiilor diferențiale de ordinul doi. Considerăm mișcarea rectilinie 

a unui punct material M  pe axa Ox

M(0

Figura 1

dx ^ x  i <
Atunci X, —— și ——  exprimă poziția, viteza și respectiv accelerația punctului M  la momentul t. 

dt dt2

■ ■ • , /  d x \  .
Considerăm că forța care acționează asupra punctului este dată de o funcție f  I t, X, —— I , depinzînd 

\  y
de timp, de poziția și de viteza punctului. Dacă masa punctului material este 1, atunci mișcarea sa pe 

axa Ox este descrisă de ecuația diferențială

conform legii a doua a lui Newton. Problema se simplifică dacă forța f  este funcție liniară de poziția 

punctului și de viteza sa, adică atunci când avem ecuația diferențială liniară

+ P ( t ^  +  ^ ^ X  =  r ( t ^ dt2 dt

Când coeficienții p (t) și q (t) sunt constanți, atunci putem găsi toate soluțiile prin mijloace elementare 

(prin cuadraturi, adică prin integrări). In cazul general, chiar când ecuația este liniară, nu putem obține 

soluții în mod elementar.

Exemplul 26 Un punct material M  de masă m  se mișcă rectilinii! către un pune-.
are este proporțională cu distanța de la M

la O (coeficientul de proporționalitate fiind A; > 0). Forța de rezistență a mediului este 
proporțională cu viteza v a punctului material (coeficientul de proporționalitate fiind 
A > 0). La momentul inițial, distanța de la A/ la O este egală cu d, iar viteza punctului 
este îndreptată spre O și are valoarea UQ. Găsiți legea de mișcare a punctului în ipoteza
A2 < ^km.
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Rezolvare: Notăm cu x distanța de la M  la O. Forța care acționează asupra u _ c 
material este F  — —kx — Av (are sens contrar creșterii lui x). Mișcarea se face după legea 
a doua a lui Newton; F = ma, a fiind accelerația punctului material. Deci

P x  , . dx 
m -&  = - k x - x -dt

Ordonînd, avem ecuația liniară, cu coeficienți constanți,

P x  ^dx ,m —  +  A— + far =  0 
dt* dt

Rezolvînd ecuația caracteristică m r2 + Ar + k =  0, obținem r1 2  =
—A ±  \/A2 — 4km

2m
A kNotînd a = ---- și (d = \ l ----- o 2 , avem 7*1,2 =  —a  i  t^. Soluția generală este

2m  V 777 ’

r  (t) =  e “‘ [Ci cos (dt + C2 sin (dt],

unde Ci și C2 sunt constante arbitrare reale. Deoarece

(t}
v (t) = —-—  = —ae~a t [Ci cos (dt + C2 sin(dt] +  e- a t  [—C p  sin (dt + C2(d cos (dt], 

dt

condițiile inițiale, z (0) =  d și v (0) =  VQ, devin:

Cj — d, —OLC \  +  /3C2 — VQ

Rezolvînd, obținem: C] = d și C2 =  —— . Legea de mișcare a punctului considerat 
este

x (t) = e~a t d,  cos pn  t 4---v-o- -+- —a d s.in (dt

Exemplul 27. Un punct material M  de masă m  se mișcă rectiliniu către un punct 
fix O sub acțiunea unei forțe de respingere, care este proporțională cu distant; > 
Al la O (coeficientul de proporționalitate fiind fc > 0). Forța de rezistență a mediului 
este proporțională cu viteza v a punctului material (coeficientul de proporționalitate fiind 
A > 0). La momentul inițial, distanța de la Al la O este egală cu d, iar viteza punctului 
este îndreptată spre O și are valoarea VQ. Găsiți legea de mișcare a punctului.

Tîonează asupra punctului
material este F  = kx — Av. Mișcarea se face după lege?

Accelerația punctului material. Deci

P x  , ( dx
m —— = kx — A— dt2 dt
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Ordonînd, avem ecuația liniară, cu coeficienți constanți.

d?x 
m — Âdt2 — kx = 0

Rezolvînd ecuația caracteristică mr2 + Xr — k = 0, obținem rădăcinile reale

—A ±  \/A2 + 4km
r i,2 = --------- ; -----------2m

A k
Notînd a  = ---- și 0 — \ o 2 d---- , avem Ti 2 =  —a ±  (3. Soluția generală este

2m V m ’

x (t) = C ^ ~ a ~ ^  + C2e{- a+ ^ ,

unde Ci și C2 sunt constante arbitrare reale. Folosind funcțiile trigonometrice hiperbolice, 
soluția se scrie sub forma

x (t) = e a t [A ch (Șt) + B sh (Șt)]

Deoarece

v (t) = '—-—  = —a e ^^  [A ch (Șt) 4- B sh (Șt)] + e~a t [AȘ sh (Șt) + B Ș  ch (Șt)] , 
dt

condițiile inițiale, x (0) — d și v (0) =  Î JQ , devin:

A = d, —aA + ȘB  =  v0

Rezolvînd, obținem: A = d și B =
v0 + ad

. Legea de mișcare a punctului considerat este

x(t) = e d ch (Șt) 4— ----sh (Șt)

Exemplul 28. Un tub îngust și lung se rotește cu viteza unghiulară constantă cu 
în jurul unei axe verticale, perpendiculare pe el. O bilă de 2:: .

7 : a de mișcare a bilei în raport cu tubul dacă:
a) la momentul inițial bila se găsește la distanța d de axa de rotație avînd viteza nulă.
b) la momentul inițial bila se găsește pe axa de rotație avînd viteza u0 .
Rezolvare: Asupra bilei acționează forța centrifugă F = mru>2 , r fiind distanța dintre 

bilă și axa de rotație. Mișcarea se face după legea a doua a lui Newton; F = ma, a fiind 
accelerația bilei. Deci

2 d2r
mraj = m —-dt2
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Ordonînd, obținem ecuația diferent}?is

d2r 
dt2 — cu2r  =  0

Deoarece ecuația caracteristică A2 — cu2 =  0 are rădăcinile reale Ai 2 =  ±w, rezultă că 
soluția generală a ecuației este r (t) = Cie- ^ 1 + C ? ^ 1. Folosind funcțiile trigonometrice 
hiperbolice, soluția se scrie sub forma

r (t) = A ch (w t) +  B sh (w t)

Deoarece
v (t) =  —-— Acu sh (o; t) 4- Biv ch (cu t ) ,

dt
condițiile inițiale devin:

a ) r  (0) =  d =  A, v (0) =  0 =  Biv. Așadar: A = d, B = 0. Legea de mișcare a 
bilei este r (t) — d ch (cu t ) .

b) r (0) = 0 - A, v (0) =  «o - Biv. Așadar: A = Q, B = — . Legea de mișcare a 
cu

bilei este r (t\ — — sh (cu t).

Exemplul 29. Un tub îngust și lung se rotește cu viteza unghiulară constantă cu 
în jurul unei axe verticale, perpendiculare pe el. O bilă de masă m, care se află în tub. 
alunecă cu frecarea H. = 2rnpw— , unde r este distanța dintre bilă și axa de rotație, iar dt
/1 este coeficientul de frecare al alunecării. Găsiți legea de mișcare a bilei în rabv-

• a ue axa de rotație, iar viteza
este Cn.
Rezolvare: Forța care acționează asupra bilei are mărimea F = mrv" — 2mpw— . 

dt
Ecuația diferențială a mișcării este

= m rv 2 — 2mfvv— dt2 dt

Ordonînd, obținem 
d2r dr Q+  -  r  = 0dt2 dt

Rezolvînd ecuația caracteristică A2 +  2/rcuA -  w2 =  0, obținem rădăcinile reale

A J 2 =  ±  \ / p 2(V2 +  CU2 =  —piV ±  CU \ / / l 2 +  1

Soluția generală, scrisă cu funcții hiperbolice, este

r (t) =  e £ A ch (v y /p 2 + t + B sh (u y /p 2 + t
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Deoarece

= - p w e ^ 1 A ch (w y/p2 +  1) t + B  sh I w T / ^ H )  t +

A (w y/p 2 +  1] s/i L T / ^ T I ) H  5  (wv / / ^ + ^ )  ch (u y /p 2 +  1] t

condițiile inițiale devin: r (0) — d = A, v (0) = v0 = —pwA + B (o)y/p2 + I j  . Rezolvînd,
avem

A = d, B = VQ + pud 
Wy/p2 + 1

Legea de mișcare a bilei este

r ( t)  =  e ^ t d ch (u y /p 2 +  1) t + Vo + pud 
Uy/p2 +  1

sh (w y/p 2 + 1 ) t

Exemplul 30. Un lanț greu, omogen, de 18 metri, este aruncat peste un cui nev
;na nane a cunnui s

află 10 metri de lanț. După cât timp lanțul cade de pe cui?
apetcle lanțului agățat în cui, 

stfcl încât A să fie mai sus dccâi v ; -
în care lanțul cade de pe cui. Notăm cu x (t) distanța parcursă de punctul A până la 
momentul t. La momentul inițial, asupra lanțului acționează greutatea a 2 metri de lanț.

; porțiuni de lanț de hmgime 
2 T 2X (t) metri. Dacă m  este masa lanțului, atunci forța care acționează asupra lanțului 
la momentul t are valoarea (2 +  2x(t)) —g, g fiind valoarea accelerației gravitaționale. 
Ecuația diferențială a mișcării lanțului va fi

dx  . mm d ^  =  ( 2  +  2 l ) Î8 S

Ordonînd, obținem ecuația diferențială neomogenă

d^x g = g 
dt2 9X -  9

Rezolvînd ecuația caracteristică A2 — — 
ecuației omogene este

x h (t) = A ch

=  0, obținem A12
=  ± —^. Soluția generală a

t + B  sh
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unde A și 13 sunt constante arbitrare. Deoarece o soluție particulară este Xpart (t) = — 1, 
soluția generală a ecuație va fi

x (t) = A ch t + B s h

Condițiile inițiale simt: x (0) =  0 și v (0) =  0. Deoarece

v (t) = — :—  =  A^— sh I ) t + B ^ — ch ( 11,k 7 dt 3 \  3 7 3 \  3  7

rezultă A — 1 =  0, B-^— =  0, din care A =  1 și B =  0. Legea de mișcare a lanțului este

x (t) = ch

^— 11 =  9, deci t = 2 ,739105727. Așadar lanțul

cade după aproximativ 3 secunde (am luat ^ =  10 m /s 2).

Exemplul 31. Un punct material de masă m  este atras de un centru O cu o forță 
ii eije din punctul A, aflat la distanța a de centru, 

viteza inițiala vn uerD i
• - '-A și vectorul I.'Q, sistemul de 

eferință cartezian cu origine
ca axă Oy. In acest sistem, mișcarea se face conform legii lui Newton, m f — —k-' .■. ■■ 
k > 0 este o constantă, iar r  = (x,y) este vectorul de poziție al punctului mobil. Pe 
componente ecuația devine sistemul de ecuații diferențiale

mx = —kx 

my = —ky

Soluțiile acestor ecuații sunt

x =  A cos \ —t + B  sin y = C cos \ —t + Dsin \ l — t 
\  m \ m \  m \ m

Condițiile inițiale sunt: r (0) =  (a, 0) și r (0) =  (0, u0 ) , adică x (0) = a, y (0) =  0, 
x (0) =  0 și ^ (0) =  «o- Din aceste condiții deducem A =  a, B =  0, C =  0 ș iD  =  Voy/^. 
Traiectoria mișcării este

/  k . /  k
x = acos\ —t, y = vo x  — sm \ —t, 

\  m  \  k \  m
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adică elipsa 2 2x y .— i- =  1
a 2 ^ 

k

9.3 Exerciții propuse

1. Determinați soluția generală a ecuațiilor diferențiale:

(a) xy" + y ,+ x = 0,

(b) y’" + y'" =  0,

(c) (2/")2 +  2 # '  +  l =  0,

(d) xyy" + x (y')2 -  yy' = 0, 
/y  \ 2

(e) xy" -  ( ---- y ') = 0 ,
\x  /

(f) x =  sin y" + y", 

(g) x = e*" -I- y".

2. Rezolvați următoarele probleme Cauchy:

(a) y" = x + sin x, y (0) =  1, ?/ (0) =  0;

(b) 4y' + (y")2 =  4xy", y (0) = 0, y' (0) =  1;

(c) 1 + (y')2 =  2yy", y (1) =  1, y '(1) =  1;

(d) y2 +  (j/)2 -  ^yy' = 0, y (0) = 1, y' (0) =  1.

3. Arătați că ecuația xy" — (x + 3) y' + y =  0 are soluțiile yy =  a: + 3 și y2 = 
ex  (x2 -  4a: + 6) , care formează un sistem fundamental de soluții pe orice interval 
care nu conține pe 0.

4. Să se integreze ecuația neomogenă y" + y = x3 , observînd că ecuația omogenă are 
soluțiile cosa: și șina:, care formează sistem fundamental de se-,

5. Arătați că printr-o schimbare de funcție de forma y = e ^ ^ z ,  sau printr-o schimbare 
de variabilă de forma t = u (x ) , ecuația y" + p (x) y' + q (a;) y = f  (x) se reduce la 

forma y" + I  (x) y = g (x) , sau —— + J  (t)y  = h (t) , numite forme reduse.

6. Determinați soluțiile generale ale ecuațiilor următoare, reducîndu-le în prealabil 
forma redusă:
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(a) y" -  2xy' + x 2y -  0;

(b) x4y" + ay = 0;
(c) y" -  2xy' + ( x 2 - 1 -  y =  0.

\ X  J

7. Să se integreze ecuația xy" — (x + 3) y1 + y = 0, definită pe orice interval care nu 
conține pe 0, observînd că admite soluția y  ̂ = x + 3.

8. Considerăm ecuația xy" — (x + 3) y' + y = 0.

(a) Să se arate că ecuația are o soluție polinom în x;

(b) Să se determine soluția generală;

(c) Să se determine soluția cu condițiile y (2) =  17, y1 (2) =  8.

9. Să se integreze ecuația I (I  -  1) y" — (2i — 1) y1 + 2y = ex  (x2 — 3z +  3), știind că 
ecuația omogenă admite o soluție de forma y = Ax + B, unde A și B  sunt constante.

10. Să se integreze ecuațiile diferențiale liniare cu coeficienți constanți omogene:

(a) y'" -  7y" + 14^ -  8y = 0;

(b) y " '-3 y "  + 4 y '- 2 y  =  0;

(c) y r v  + y = 0;

(d) T/ 6’ -  y ^  -  4y™ +  2y"' + 5y" - y ,  - 2 y  = 0-,

(e) yW -  4 y ^  + 10y<4’ -  8y"' + 17y" -  4y' + 8y =  0;

11. Să se integreze ecuațiile diferențiale liniare cu coeficienți constanți neomogene:

(a) y" — 4y' + 8y =  8x2 — 16r +  14;

(b) y" -  5y' +  6y = xex -,

(c) y'" -  4y" =  8 r2 +  3;

(d) y" — 5y' + 6y = xe2 x \

(e) y" — 5y' + 6y = x sin 2r; y" — 4y — x sin x;

12. Să se integreze următoarele ecuații diferențiale de ordin superior:

(a) a) x" — 5x' +  4 r =  0; b) x" + 2x' + z =  0; c) x" +  4 i = 0.
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(b) a) x" — 4x = Pe21-, b) x" +  9 i  =  cos2t; c) x'1 + x = —— .sin t
(c) a) x" + x = 2t cos t cos 2t; b) x" — 4x' +  4x =  te2 t; c) x" — 2x =  4t2et2 .

(d) a) x"' — 13x" +  12a/ =  0; 6) x'" — x' =  0; c) x"1 4- x =  0.

(e) a) x I V  4- 4x =  0; b) x"’ — 3x" 4- 3a/ — x = t- c) x I V  +  2a/' 4- x =  0.

(f) a) x I V  — 2x'" + x" =  ef ; b) x"' +  x" 4- x' + x =  te*; c) a/" 4- 6a/' 4- 9x' =  t.

13. Să se integreze următoarele ecuații diferențiale de tip Euler:

(a) t2x" 4- 3tx’ 4- x =  0;

(b) t2x" — tx ' — 3x =  0.

(c) t 2x" 4- tx' 4- 4x =  0;

(d) t3x"' -  3t2x" 4- 6tx' -  6x =  0.

(e) (3t 4- 2) x" 4- 7x' =  0;

(f)

( g )  i ' + î + r ’ ;

(h) t2x" — Atx' + 6x = t.

(i) (1 4 -t)2 x" — 3 (1 4 -t) x' 4- 4x =  (14-t)3 ;

(j) t2x" — tx' + x = 2t.

(k) x2y" — 3xy' 4- 3y =  0;

(1) x 3y"' — 3x2y" 4- Sxy1 — 20y =  0;

(in) x3 y"' 4- |x 2y" — Sxy1 4- y y  =  0;

(n) x ^ y ^  4- 14x3y"' 4- 73x2y" 4- 155xy' 4- 169y =  0;

(o) x3y"' — 9x2y" 4- 36xy' — 60y =  0;

14. Să se integreze ecuația diferențială y" — xy = Q, cu condițiile y (0) =  1 și y' (0) =  0, 
folosind metoda aproximațiilor succesive.

15. Arătați că ecuația

(Ax2 4- B x + C }y" + (Dx + E )y ' + Fy = 0,
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unde A, B, C, D, E  și F  sunt numere, se reduce la ecuația lui Gauss, cu

£
Â

DX2 F E  D E----------- =  c, — -a + b+ 1, — = ab, 
z 2 -  zi------- A A

făcînd schimbarea de variabilă x = X2 — t (X2 — Z i), unde i i  și X2 simt zerourile 
trinomului Ax2 + Bx + C.

16. Reducînd ecuațiile

(1 -  x 2) P ^ — 2xP^ + n (n  + 1) Fn  = 0, (Legendre), și

(1 -  z 2) T^ -  xT^ + n 2Tn  = 0, (Cebâșev),

la ecuația lui Gauss, să se obțină relațiile:

/  1 — X
Pn (^) =2 Fi t - n , n  + 1; 1; — — Tn (x) =2 Fi ( - n ,n ;

17. Reduceți ecuațiile următoare la ecuații Bessel și determinați soluțiile lor generale:

(a) x 2y" + y =  0,

(b) x 2y" — 2xy' +  4 (z4 — 1) y =  0, 

(c) 4xy" + 2y' + y = 0.
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