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Capitolul 1
Notiuni fundamentale

1. Fie A, B, C,M si M;, pentru ¢ € I, submul{imi arbitrare ale unei multimi 7.
Verificati urmitoarele proprietati:
(a) AUBCT,ANBCT;
(b) AUB=BUA, AN B = BN A (comutativitatea reuniunii si a intersectiei);
(c) AU(BUC) = (AUB)UC, An(BNC) = (AN B)NC (asociativitatea
reuniunii §i intersectiei);
(d) AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC) (distributivitatea
intersectiei fatd de reuniune si a reuniunii fatd de intersectie);
() AUA = A= AN A (proprietatea de idempotentd);
(f) AUB=B +<= ANB=A4;
AUb=A, ANB=0, AUT =T, AnT = A;

(g
(h) AUCA=T, ANCA = §;

)
h)
(i) An(AuB) = AU(AN B) = A (proprietatea de absorbtie);
(5) C(AUB) =CANCB, C(ANB) =CAUCB (formulele lui de Morgan );
(k) CCA= A, CT =0,C0=T;

) €

0 c(um)=nem,

el €]

m) ¢ (1) = Uenms

i€l el

el el

(n) AN (U M,-) = (ANM,);

4
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Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 5

© Au (M) =0 (aum)

il il
(p) Dacd M; C M,Vi € I, atunci {J M; C M;
i€l
(q) Dacd M C M;,Vi € I, atunci M C (| M;;
iel
(r) Dacd M; C M;,,Vi € N, atunci sirul (M;),  este convergent si

lim M; = UM
=0

(s) Dacd M;,; C M;,Vi € N, atunci sirul (M;),. este convergent si

lim M; = ﬂM

2. Fie f : A — B o functie datd, A’ C A si B’ C B. Verificati ca:

(a) f(A) C B;

(b) f7H(B) C A, fH(B)= 4

(c) y € f(A') < 3z € A astfel incat y = f (z);
(d) z € f71(B') = f(z) € B;

(e) F71(f(4)) DA,

(f) f(f1(B) C B,

(g) f este surjectivd <= Im (f) = B.

3. Fie f : A — B o functie, A}, A, € P(A) si B,B!, B} € P(B). In aceste conditii

au loc proprietatile:

(a) A} C Ay = f(A]) C f(A2);

(b) By C By = f1(By) C f(By);

(c) fH(CB)=cCf(B)

4. Fie f : A— Bofunctie, X; C AsiY; C B Vi € I, unde I este o mul{ime oarecare

de indici. Demonstrati cd au loc urmatoarele relatit:
o 1 (55) 100
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Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 6

®) (g %) e 00

i€l
© 1 (g %) =y W

@ (g %) =g 1 .

el

5. Fie A o multime nevidd si 7 C A X A o relatie de echivalentd pe A. Clasele de

echivalentd determinate de 7 pe A au urmitoarele proprietati:

(a) a€lal,,Va€A,
(b) Va,b€ A, [a], =[b]. <= arb,
(c) dacd a,b € A,a fbatunci [a] N[ =,

(d) Reuniunea tuturor claselor de echivalentd este egald cu A.

6. Fie A o multime nevidi si 7 C A x A o relatie de echivalentd. Multimea {a;},,
de elemente din A se numeste sistem de reprezentanti relativ la r dacd a; f aj,
pentru oricare ¢ # j, si pentru orice a € A existd un indice i € I astfel incat a r a;.
Aratati cd pentru orice multime nevida A si orice relatie de echivalentda r C A x A
existd un sistem de reprezentanti relativ la r.

Indicalie: Multimea claselor de echivalenta este nevidi si este formata din mul{imi
nevide, dupd cum rezulta din exercitiul precedent. Notam aceastd mul{ime prin
{C:i},.; - Folosind axioma alegerii deducem ci exista o multime de elemente {a;},, ,
astfel incat a; € C; pentru fiecare i € I. Rezultd ci [a;]. = C;,a; # a; pentrui # j
(cBaa C;NC; = )si A =iL€JI C; :igl [a;], . Deducem ci pentru orice a € A existd
un singur ¢ € I pentru care a € [a;}, . Deci {a;}, ., este un sistem de reprezentanti

relativ la 7.
7. Fie f : A — B o functie si ~ o relatie pe Adefinita astfel:
VI,,29 € A, 1 ~ To <= f(z1) = f(z2)
Aritati cd ~ este relatie de echivalenta.

8. Fie f : A — B o functie datd, ~ relatia de echivalentd pe multimea A determinati
de f, cain exercitiul 7,sip : A — A/ ~ surjectia canonici. In aceste conditii exista

o functie ¢ : A/ ~ — B, injectiva, astfel incat f = @ o p. Daci f este surjectiva

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale

10.

11.

12.

atunci si ¢ este surjectivd (deci bijectiva ).
Indicatie: Definim functia ¢ in felul urmitor: pentru fiecare element [z]_ € A/ ~
definim ¢ ([z] ) = f (z) . Definitia este corecti cici daci [z] = [z'] _ atunciz ~ '

si deci f (z) = f (z'). In consecinti

o ([z].) = f(z) = F (@) = ¢ ([#].)

care ne arati ci, indiferent cum este reprezentati clasa [z]_ functia ¢ are o valoare

bine determinati pe aceastd clasid. Acum, pentru orice z € A, avem:

(pop)(z) =p(p(z)) = ¢(z].) = f (z)

din care rezulti ci pop = f. Considerdm doud clase [z] _ si [z/]_ din A/ ~ distincte.
Asadar z A 2’ si in consecintd f (z) # f (z') . Deci

o ([z].) # e (=)

ceea ce inseamnd ca ¢ este injectivd. S& presupunem ca f este surjectivd. Pentru
orice y € B existid = € A astfel incat f (z) = y. In consecintd ¢ ([z]_) = f(z) = v,

din care rezulta ca ¢ este surjectiva.

Fie f : A — B o functie datéd, ~ relatia de echivalentd pe multimea A determinati
de f, ca In exercitiul 7, p : A — A/ ~ surjectia canonicd gi i : Im(f) — B
incluziunea canonicd. Atunci existd o singurd aplicatie ¢ : A/ ~ — Im (f) astfel

incat f =i 0@ op si @ este bijectivi.
Multimea numerelor reale R inzestrata cu relatia de ordine obignuita este o latice.
Multimea ordonatd (P (T'), C) este o latice completa.

Aritati cd orice multime ordonatd (X, <) este izomorfd cu o submultime a lui P (X)

ordonata de relatia de incluziune.

Indicatie: Fie f : X — P (X) functia definitd prin
fla)=A

unde A = {z | z € X,z < a} pentru orice a € X. Observdm cd a € f(a). Con-
siderdm a,b € X si cercetdm egalitatea f(a) = f(b). Deducem c& a € f (b) si
be f(a), deci a < bsib < a,din care rezulti cd a = b. Asadar, din f(a) = f (b)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 8

13.

14.

16.

17.

rezulti a = b, ceea ce Inseamnad ci f este injectivd. Vom arita in continuare c3 f este
izotond. Considerdm a,b € X astfel incat a < b. Pentru oricare z € f (a) rezultd
z < a < b, din care rezultd z € f (b), ceea ce inseamnd cd am demonstrat incluz-
iunea f (a) C f(b), adici tocmai faptul ci f este izotoni. In consecinti deducem

cd multimea ordonatd (X, <) este izomorfi cu multimea ordonatid (Im (f),C).
ArdtaticiACB,CCD == AUCCBUD, AhCCcBNnD
Verificati relatiile:

(a) A—-(BUC)=(A-B)-C,

(b) (A-B)NB =,

(c) (AUB)-C=(A-C)u(B-0),

d A-(B-C)=(A-B)U(ANCO),

() (AUB)x(CUD)=(AxC)U(AxD)U(BxC)U(B x D),
)

(f) (AUB)xC =(AxC)U(BxC),
(8) (A-B)xC=(AxC)—(BxC),
(h) (ANB) x (CND)=(AxC)N(B x D).

. Fie (A;);c; o familie oarecare de multimi. Aritati ci

ﬂAi C AJ‘ CUA,'

icl i€l

pentru oricare j € [.
Fief: X —Y, AC X si BCY. Aritati ci:
(a) ACf71(f(A),
(b) F(f71(B))=B.
Fie T o multime oarecare. Pentru fiecare A C T se definegte o functie
Ka:T —{0,1}
prin

Ka(t)

1 daci te A
0 daci t¢ A

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale

18.

19.

20.

21.

numitd functia caracteristici (indicatoare ) a multimii A.
Verificati egalitdtile:
(a) Kanp = Ka- KB,
(b) Kaup = Ka+ Kp— Ka- K,
(c) Kca=1-Ka,
(d) Ka-p=Ka—K4-Ksp,
(e) Asi B sunt disjuncte & Ky, = K4+ Kp.
Fie M # 0 sir = {(z,z)| = € M}, relatia diagonald pe multimea M. Aritati ca r

este relatie de echivalenta.

fn N consideram un numir p > 2. Definim o relatie binari intre elementele lui Z
prin

r = {(z,y) | = — y se divide cu p}
Vom nota faptul cd (z,y) € r prin £ = y (mod p) (se citegte ” z este congruent cu y
modulo p” ) si vom numi relatia r relatie de congruentd modulo p pe Z. Aritati ca

relatia de congruenta modulo p este o relatie de echivalentad 1 ca multimea- factor

este
z/- = {(0,.11],,- [p~ 1, }

unde [i]p reprezintd clasa de echivalentad a lui 7, adica

[[l,={p-n+i|neZ}
De obicet se noteaza [z]p = 1. Deci Z /= = 0,1, ..,q ¢ , unde am notat ¢ = p — 1.
Multimea Z /.. se noteazd Z, si se numeste multimea claselor de resturi modulo p.

In R definim relatia r prin

T+1
z—1

TTY & Y=

Determinati domeniul de definitie $i domeniul de valori al relatiei r st ardtati ca r

este o relatie de tip functional. Aflati inversa lui r.
In multimea ordonata (N, <), unde < este relatia definiti prin
z <y < zdivide pey

considerdm submultimea A = {54, 60,450} . Calculati inf A si sup A.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 10

22. Fie T o multime nevidi oarecare. Considerdim multimea ordonati (P (T),C) si

submulti-mea A = {X,Y}, unde X,Y € P (T). Calculati inf A si sup A.

23. Aritati cd f : [0,1] — [a, b] definitd prin f (t) = a+t (b— a), pentru orice t € [0,1],

este o functie bijectiva gi aritati ci inversa ei este g : [a,b] — [0, 1] definitd prin
g(r)= F, pentru orice 7 € [a, b].
—a

24. In cele ce urmeazi, vom indica o functie definiti pe A cu valori in B prin:
A—> B, z— f(z)
Consideram urmaitoarele functii:

(a) Z— Z, z — 2z;

(b) R—- R,z —az +b, unde a,b € R, a #0;

(c) R—>R,z—az?+bz+c,unde a,b,c € R, a #0;
(d) R— R, z — 1%

(e) Ry— R, z — 22, unde R, = [0, 00);

(f) R > Ry, z — 2%

—z pentruxz < 0
(g R—>Ry,z—|z|= pe ~  (functia modul );
z pentruz >0

(h) R —Z,z— [z] =sup{k € Z| k <z} (functia "partea intreags”);

(i) R2 - R,
i (z,y) — =z,
i (z,y) = v,
ii. (z,y) =z —y,
iv. (z,y) > z+y,
v. (x,y) >z -y,
vi. (z,y) — § y #0,
vii (z,9) = 1+ 2% +7,
vill. (z,y) = 22+ 92— 1;

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

i —(z,7),
. z— (z+1,72-2);
(k) R’ R?,
i (z,y) = (z+y,2-9),
. (z,y) = (z—2,y+3);
(1) R*> R’ (z,9,2) = (2% 9° — 7,2+ y + 2);
(m) CoR,z=z+iy—z—1y;
M) R—->C,z—x2+i(z+2).

Cercetati care dintre functiile date sunt injective, care sunt surjective gi care

sunt bijective.

Spunem c& doud mulfimi A si B sunt echipotente, g1 notim aceasta prin A ~ B,
daca existd o functie f : A — B bijectivd. Aritati ci au loc relatiile de mai jos,

pentru orice mul{imi A, B 5i C :

(a) A~ A4,
(b)) AB=B~A,
(¢) AB,B~C = A~C.

Ardtati cd o mulfime A este numirabild (adici A ~ N ) dacd si numai dacd
elementele sale se pot aranja intr-un sir, adicd putemn prezenta multimea A sub

forma

A= {0'03 ai, az, ..., n, an41, }
Ardtat) ca N = {\/Q} UN.

Aritati cd mulfimea numerelor pare este echipotentd cu multimea numerelor im-

pare.

Ardtati cd N v {n | n € N;n>p}, oricare ar fi p € N.

Aritati ca N = Z.

Aritati ca dacd A C N este o multime infinitd atunci A = N.

Arstati cd dacd A si B sunt numdrabile atunci A U B este numarabila.
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Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 12
33. Aritati cda N x N = N.

34. Aritati cd multimea numerelor rationale este numéarabila.

35. Aridtati ca intervalul (0,1) nu este multime numarabila.

36. Aritati ca (0,1) = [0,1) = (0,1] = [0,1].

37. Aridtati cd (0,1) = (a,b), [0,1) = [a,b), (0,1] = (a,b], [0,1] = [a,b] oricare ar fi
a,beR,a<b.

38. Ardtati cd (0,1) = (a, 00) == (—00,b) = (—00, 00) , pentru orice numere a,b € R.
39. Aridtati cd mulfimea K = {a +bv2|a,be Q} este corp comutativ.

40. Aritati cd multimea Z [i] = {m + in | m,n € Z} este inel; determinati elementele

inversabile.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 2

Matrice, determinanti si sisteme

liniare

2.1 Exercitii rezolvate

Permutari

1. Considerdm permutirile de gradul 4

1 2 3 4 v 1 2 3 4
== 51 ==
v 31 4 2 i 4 3 1 2

Calculati i, ¥, @ si @2

Rezolvare: Avem:

e ( 1 2 3 4 ) _ (
TN ) @ e ev@ 2

Analog obtinem

._«
NN
Lo e
—_
SNa—

" 1 23 4 £ o, i 1 31 4 2
= , lar = =
4 1 423 v 4 1 2 3 4
B 1 23 4 o (1 23 4
2413) % 43 21
. L. . - . 1 2 3 4
2. Determinati numadrul de inversiuni ale permutérii ¢ = 31 4 9 ) .

Rezolvare: Numdaram perechile, de pe randul al doilea al permutérii, in care un

13
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Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 14

. Descompuneti permutarea ¢ =

numdr mai mare se afld in fata unul numir mai mic. Numairul 3 genereazd doud
inversiuni, (3,1) si (3,2) . Numérul 1 nu genereaza inversiuni. Numarul 4 genereazi
o inversiune, (4,2) . Numarul 2 nu genereazi inversiuni. Avem Ny = 2+0+140 = 3,

iar sgn.p = (—1)> = —1.

3 4

1 2
2314
Rezolvare: Urmdirim perechile (¢, ¢ (i) in care ¢ (i) # i. Prima pereche pe care o

) 123 4
= Tiop =
4 1249 132 4

Pentru ¢’ proceddm ca si pentru . Acum prima pereche este (2,3) . Notdm

, , 1234
= Toad) — = e
I T L 2 3 4

Deci e = 13712 ¢ din care deducem ¢ = Ty2723.

) in produs de transpoziti.

avem este (1,2) . Notidm

Matrice

1.

1+ 21
Fie A = ’ " | € M, [C]. Calculati adjuncta lui A.
-3 2—-3
Rezolvare: Adjuncta lui A este matricea A* obtinuta prin transpunerea si conju-

garea elementelor lui A. Deci

oo (1 3
—% 243

2 3—-1

. Ar#tati ci matricea A = € M, [C] este hermitici.

341 1
Rezolvare: Matricea adjuncta a lui A este A* = A, deci A este o matrice hermitici.

cosQ SsinQ

Ardtati cd matricea A = ( ) € M, [R], pentru a € R, este ortog-

—slnQa CosQ

A A=1 = Lo
01

deci A este o matrice ortogonala.

onali.

Rezolvare: Avem

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 15

Determinanti
1 25
2 4
Rezolvare: Matricea A are rangul r = 2 deoarece minorul format cu liniile 1 i 2 si

A(;§)=

este nenul si nu existd minori de ordinul 3 nenuli (de fapt matricea A nu are minori

1. Calculati rangul matricei A = € M3 [R].

cu coloanele 1 si 3

15
27

=1.7-2-5=-3

de ordinul 3 ).
1 2 3 4
2. Calculati rangul matricei A=| 2 3 4 5 | € M3 [R].
3 579

Rezolvare: Matricea A are rangul » = 2 deoarece are cel putin un minor de ordinul

(1))

iar toti minori de ordinul 3 sunt nuli.

2 nenul, si anume

2 35
3. Calculati determinantul A =| 1 1 2 | dezvoltandu-1 dupd elementele din prima
5 2 4
linie.
Rezolvare: Avem
1 2 1 2 11
A= (-1)"".2 +(-1)'**.3 s .t (-1)'**.5 s ol 2(4—4)—

—3(4—-10)+5(2—-5)=3.
4. Calculati determinantul

ay; a2 a3 a4
Q21 Qg2 Q93 QA24

431 Q432 Q33 a3y

Q41 Q42 Q43 Q44
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dezvoltindu-1 dupd minorii formati pe liniile 1 si 3, folosind regula lui Laplace.

Rezolvare: Avem

so oyt

1<i<j<d tJ t ]

" ~f1
s a1 )a(1 )
1<i<j<4 tJ L)
1 ~f{ 1 3 1 ~{1 3
= —A 3 A + A 3 A —
1 2 1 2 1 3 1 3
1 3

—AIBAIB—A13
1 4 1 4 23 3
+A13213—A13A13
2 4 2 4 3 4 3 4

De exemplu sd calculam determinantul

= O W N
N o v W
O N =
W O = N

dezvoltandu-1 dupad minorii formati pe liniile 1 §i 3, folosind regula lui Laplace.

Avemn
A - |21 |24 51|
00/[|l0 3 02|23
REEAIERY N NN
05(|20 02|13
NERAIERS IR AR
05(|10 2 5(|1 2

DeciA=0+4-13~10-(-2)—6-8+15-(—1)—16-1= —7.
A= an a2
a2y a2
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unde A =det A =a); - ay — as; - a2 # 0.
Rezolvare: Complementii algebrici ai elementelor lui A sunt: Ay} = a3, A2 =

= —ao9, AQ] = —daj2 §1 A22 =ai. Rezulta ca

e An An \ _ 1 [ an -—an
A Ap Ax A —a21 a4an

1 2 . .

- avem A = det A = —2 si in consecinta

A41:_1<4 —2)=(—2 1 )
2\ =3 1 3/2 —1/2

6. Fie A matricea de ordinul n ( n > 2 ) cu toate elementele egale cu 1

De ezemplu, pentru matricea A = (

11 1

11 1
A=

11 1

Aratati cd I,, — A,unde I, este matricea unitate de ordinul n, este inversabilj si are

inversa I,, — ﬁA.
Rezolvare: Deducem imecdiat ¢i A? = nA. Vom arita c¢i I,, — A are inversa I,,—

— ;1—1 A. Intr-adevir,

1

1
(I,—A)- (I, - ——A)=1I,— A— A+ A2=1,
n—1 n—1 n—l?/;
s1
1 1 1
Li——=A) - (Lhi~A) =L~ A~ t=1,
( n_1)< )= A A4 LT

din care rezulta ca I, — A este inversabila si are inversa I,, — —ﬁi—lA.

Sisteme liniare
1. Determinati solutia sistemului liniar gi neomogen

211 — 3x2 + dx3 =15
3.’1’1 + 21‘2 — 41‘3 = -7 ;T1, T2, T3 € R
71‘1 — 6.T2 + 3.133 =19
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Rezolvare: Determinantul sistemului este

2 -3 5
A=[3 2 -4|=-85%#0
7 —6 3

deci se poate aplica regula lui Cramer. Avem

15 -3 5 2 15 5
A, = | -7 2 —4|=-8,A,=[3 -7 —4 =85,
19 -6 3 7 19 3
2 -3 15
A, = |3 2 —7|=-170,
7 —6 19
A T .
deci Iry = Atl = 1,(1?2 = AA2 = —1,1'3 = Aa =2
Solutia sistemului este (z1, z2,z3) = (1,—1,2).
2. Determinati solutiile sistemulu
27 + 3z2 + z3 — 1llxy =0
y L1y ..., Tq4 € C
521 + Tzo + 3z3 — 26z4 =0
Rezolvare: Se verificad conditia
2 3
A= =-1#0

Considerim z3 = 1 si z4 = 0. Obtinem solutia (—-2,1,1,0). Considerim z3 = 0 si

z4 = 1. Obtinem solutia (1,3,0,1). Forma oricérei solutii este

(I1,$2,1}3,.’II4) = (—2,1,1,0)a+(1,3,0,1)ﬂ=
= (~2a+6,a+38,0,p),

unde « si # sunt numere complexe arbitrare.

3. Determinati solutiile sistemului

2z, + 3z, + z3 — 1llzg =10
5:171 + 7.’132 + 31,'3 - 261‘4 =23

BIBLIOTECA
CENTRALA
UNIVERSITARA = CAROL 1 ™
BUCUREST]
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Rezolvare: Considerim z3 = 14 = 0 gi obtinem solutia (—1,4,0,0). Tindnd cont

de exercitiul precedent ob{inem ca forma oricérei solutii este

($1,.’L’2,(E3,$4) = (_1)4)0)O)+(_2)1)170)a+(1’370$1):5=
— (1-20+f 4t at3p00)

unde a i § sunt numere complexe arbitrare.

4. S& se rezolve sistemul de ecuatii liniare

2r+3y =8
—-z4+4y =7 ;z,y€R
or—2y =1

Rezolvare: Matricea sistemului este

2 3
A= -1 4
5 -2

Cautidm un determinant principal al sistemului. Avem succesiv:

3
A1=2¢0,A2:| 4':11740

deci A; este determinant principal. Calculim acum determinantii caracteristici care

ar putea fi nenuli. Existd un singur astfel de determinant

2 38
Ac=|-1 4 7|=0
> -2 1

Conform teoremei lui Rouché sistemul este compatibil §i determinat. Prima si a
doua ecuatie sunt ecuatii principale, iar = §i y sunt necunoscute principale ( nu

existd necunoscute secundare). Sisternul dat s-a redus la sistemul principal

2 +3y =8
—c+4y =7

care se rezolva imediat cu regula lui Cramer si se obtine solutia (1,2).
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5. S& se rezolve sistemul de ecuati liniare

c+2y—2+3t =7
-z+3y+2—-5 =5 ;z,y,2teER
2c +9y — 22+ 4t =26

Rezolvare. Matricea sistemului este

12 -1 3
A=] -1 3 1 -5
29 -2 4

Cautdm un determinant principal. Avem

1 2 -1
A]zl#O,AQZ‘ ‘:57£0,A3: -1 3 1|=0
29 -2

Deducem ci determinant principal este A,. Determinantul caracteristic este

1 2 7
2 9 2

din care deducem c4 sistemul este compatibil 1 1 —nedeterminat. Sistemnul principal
este

T4+2y =T+2z-3t

—r+3y =5—2+5t

Folosind regula lui Cramer ob{inem solutia

=1 (11+5a—1973)
y=1(12+20)
zZ =«

t=p

, Va,3 € R

2.2 Exercitii propuse

1. Determinati numdrul de inversiuni gi signatura pentru permutirile urmitoare:
12 (123) (123456}
21 )'\321/)'\13524¢6)
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1 2 3 n n+l n+2 .-+ 2n\
(1 35 2n—1 2 4 - zn)’
1 2 3 n n+l n+2 --- 2n
(2 4 6 2n 1 3 2n—1)

123 4
2. Calculati puterile {%,1%,14,1° si I° pentru permutarea | = ( 2 3 41 )

1 2345
3. Scrieti ca produs de transpozitii permutarea p = ( £ 4391 ) )

4. Determinati permutarile p € Sy care verifica egalitatea a - p = b, unde

1 2 3 4 ) 1 2 3 4
a= , lar b =
23 41 314 2

0o 2
5. Fle A=| 3 4 |[siB=]| -1 -3 | € Msx«2[C]. Calculati: A+ B, A— B si
4 5

5A +3B.
: 2 3 ) 11 )
6. Fie A = si B= . Calculati: A+ B, AB — BA, A?> — B2
1 4 1 2
7. Fie A, B € M,, [C] astfel incat AB = BA. Aritati ca

A™ _ B™m :(A__B).(Am——]+Am—2B+.__+ABm--2_+_Bm”1)

(A+B)m :Am+Cr1nAm- IB+,,,+C$~1ABm-1 + B™
pentru orice m € N*.
8. Fie A € M,,[C]. Verificati relatiile

A" —I, =(A-L)A™" '+ A" %4+ ...+ A+ 1)

(In+ A" =A"+CLA™ 4+ ...+ CIA+ T,

pentru orice m € N*.
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t int
9. Calculati A®, pentru n € N*, dacd A = ( o8 o ) ,teR.

—sint cost

10. Rezolvati ecuatia

10
X2=(0 1),X€M2[R]

11. Determinati z,y, z,u,v,w € R daca

Tz 2 0 3u 6 6
3l vy 5| —4] 1 4 =15 -1
z 7 2 dw 4 1

12. Fie A = diag. [ay,...,a,] §1 B = diag.[by, ..., b,] € M, [C] doud matrice diagonale
de ordinul n. Aritati ci:

(a) A + B = dl(lg [a’l + bla ey A + bn] )
(b) AB = diag. [a1by, ..., anby),
(¢) A = diag.[May, ..., Aay),

(d) A™ = diag. [aT?, ..., a?] pentru orice m € N.

13. Calculati f (A) daca:

a )=z+z 1A= 12 ;
(a) f(z) +z+1,51 4 (34),

(b) f&) =22 —x+3,51 A=

= W N
N oW
W N

14. Fie A € M, [R]. Aritati cd matricca B = A + A’ este simetrici, iar matricea
C = A — A! este antisimetrica (adici B* = B 5i C* = —C ).

15. Fie A € M,, [C] . Ardtati c& matricea B = A + A* este hermitici, iar C = A — A*
este antihermiticd ( adicd B*=B i C* = —C ).
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16. Calculati A™, pentru m € N, dacid

0100
010

A= 0
0001
0000

17. Calculati A™, pentru m € N, dacid

al 00
A= 0ael O
0 0 al
0 00 a

18. Calculati AB dacd

a 100 5100

a 0a10)’3(0b10

00all 00 b 1

000 a 000 b

19. Fie

(a1 0 0 0 ) (b1 0 0 0)
0 ay 0 0 O 0 b 0 0 O

A=| 0 0 a 1 0 |,B=| 0 0 b 1
0 0 0 a 1 0 0 0 by 1
Koooo@) \ 0 0 0 0 b )

Calculati A + B s1 AB.

20. Calculati determinantii
011 1 2 2 a? ab a? 2ab b?
1 0 1(,[{212],{b a? ab|,| b¥® a®> 2ab
110 2 21 ab b a? 2ab ¥ a?

=]

21. Calculati, folosind definitia, determinantul

0 0 0 a,
0 0 --- a,q O
0 a, --- 0 0
a, 0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

23



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale

unde aq, ...,a, € C.

22. Aritati cd

1 1 1
ay Qo [N Qan
V[al,...,an] = = (ai—aj)
1<licn
arli,—l a121,—1 . a:—l
pentru orice ay, ...,a, € C.
23. Aratati ca
-1 a a a
a —1 a a
n—1
a a -1 -+ a |=[n-1)a-1](-1-a)
a a a -1
pentru orice a € C.
24. Aratati ca
a1 Q12 - Qin
0 ax --- amn
= a]] a22 ..... ann
0 0 - ap,
pentru orice a;; € C.
25. Rezolvati ecuatia
T a a a
a T a a
=0;,z€C
a a z a
a a a zx
unde a € C este un numar dat.
26. Aratati ca
Iy T2 I3
— 2 2 2
o T3z I | = (.’121 + z9 + £L‘3) (IL'1(172 + ZTox3 + T3T1 — I] — Ty — Ty
Tz T1 Io

pentru orice z1, s, z3 € C.
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27. Aratati ca

a;; ae 0 0 0
a ax 0 0 0

Q33 az4 ass
aixr a2

a3; Q432 Q33 Qazq Q35 | = 43 Q44 Q45
a2 Qa22

G41 Qg2 Q43 Qg4 Q45 Q53 Qas4 Ass

as1 Qas2 QAasz Qsq Qass

pentru orice a;; € C.

28. Calculati rangul matricelor:

2 4 20 2 4
(a) , , pentru a € C,
3 1 3 1 3 a

(13 41

1 3 -1 1 3 -1
(b) ] 2 4 0 |pentruaeC,}{ 24 0 [|,] 24 0 |,
\2a1 2 3 1 2 4 1

(234
3 2 -1 2 0
45 6
(c) 4 1 0 301},
6 7 8
2 -1 1 1 1
\8 9 0
[ 0 0 a
0 0
(d) “ | unde a;, b, c € C.
0 0 0 0 as

\ b1 b by by c

29. Verificati care dintre matricele de mai jos sunt inversabile si in caz afirmativ deter-

minati inversele lor:

1 2 cost sint a b
(a) , pentrut € R, pentru a,b € R,
3 4 —sint cost —b a

0111 1111
A 1 011 1011
(b) 1 X 1 | pentrud € R, ,
1101 1101
1 1 A
1110 1110

30. Arétati cd dacd A si B sunt inversabile atunci sunt echivalente urmitoarele egalitdti:
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(a) AB = BA,
(b) AB™! = B4,
(c) A7'B'=B"1 4L

31. Rezolvati ecuatiile matriceale:

1 2 0 3

(a) (3 4>-x=(1 _1>;XeM2[R1,

(b) (1 2)-x-<° 3)=(1 2);XeM2[R1,
3 4 1 -1 0 3
1

(c) : X e M3 [R].

0

c
O =
— e e
Il
o O =
S = N
- b W

32. Rezolvat) sistcmele de ecuatii liniare:

T +2x =95
(a) ¢ 3z; +4z, =11 ; 7,22 € R,
L 51?1 +6£L‘2 =17

1+ T+ T3+ T4
(b) ¢ zy+zp+x3— T4 =3 ; T),T2,T3, T4 € R,

Ty +To+x3+ 2z4 =0

T+y+z =1

(c) ar+by+cz =t ; T,yY,2 € R, pentru a,b,c,t € R numere date,
| a’z + by + 2z =t?

a, b si ¢ fiind distincte.

4
20— ITo— x3 =4

(d) ﬁ 3(E1+ 4.1:2— 2(1,'3 =11 ;I1712am3€R7
L3x1— 22,0+ 43 =11

T+ Tt Tzt T4+ T =7
3r1+ 2x9+ T3+ x4— 35 = -2
ot 213+ 2z4+ 615 =23
| 571+ 4zo+ 3z3+ 3zy— x5 =12

; T1,T2,T3,T4,Ts € R,
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.’El+
21’1—-
(f)

3(131—
Il+

3za+

To+
d9T2+
TTo+

2173:0
3z3=0
" y L1,T2,Z3 € R.
4123:0
43 =0

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 3

Spatii vectoriale

3.1 Exercitii rezolvate

1. Aritati cd dacd V este un K—spatiu vectorial atunci:

(a) existd un singur vector nul in V;

(b) orice vector din V are un singur vector opus;
(¢) Vz,y,z€ Vavem: z =y <z +2=1y+ 2,
(d) Vz,ye Vavem: z =y <z —y =0 v;

(e) Vz,y € Vsi A € K* avem z = y & Az = Ay,
() 0-z=0v,Vr eV,

(g) a-0v =0v, Va € K;

(h) (-1)z= —z,Vz €V,

(i) a(—z)=(—a)z = —az,Va e Ksiz €V,

(i
(k

) (—a)(—z) =az,Vae Ksiz €V,

) dacd ax = Oy, unde @ € K si € V, atunci a = 0 sau z = Oy.

Rezolvare: a) Fie Oy si 0y, doi vectori nuli.Avem Oy = Oy + 0§, = 05,.

b) Fie z,z',2” € V astfel incit  + 2’ = Oy si z + =" = Oy. Avem:
IL‘,=0v+IIII=(IL'I,+.’II)+:III=II'+(:L'+IE,)=:‘C”+0V=.’L‘”

c) Dacd z = y atunci rezultd imediat ¢ £+2 = y+2z. Presupun ci z+z = y+=z.

Deducem de aici succesiv, 2’ fiind vectorul opus vectorului z

(z+2)+2=(y+2)+2e0z+(z+2)=y+(2+72)

28
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deci £ + Oy = y + Oy sau, in final, z = y..
d) Rezultd din c) pentru z = —y..
e) Daci r = y atunci rezulti imediat cA Az = My, pentru orice A € K.

S& presupunem ci Az = Ay, pentru A # 0. Avem succesiv: ¢ = 1-z =
1 1 1 1

= _ . = - . _ — . . = —-A . =1- = Y.
()‘/\)zl\(lz),\(/\y) (,\)y y=y

f) Avem succesiv: z =1-2=(0+1)-2 =0-z + z. Deci avem z = 0z + z. De

aici rezultd ci z + (—z) = (0z + z) + (—z), sau Oy = 0z + (z + (—x)) ,deci

Ov = 0z + Oy 1 deci Oy = Oz.

gla-O0y=a-(0-2)=(a-0)-z=0-z =0Oy.

h) (-1)-z+z=(-1)-2+1-z=((-1)+1)-2 =0z = Oy. Am obtinut

egalitatea (—1) - £ + z = Oy. Adunind opusul lui z In ambii membri obtinem

(1) -z =—=z.

Ja-(-z)=0a-((-1)-2)=(a-(-1))-z=(-a) - z=(-1)(a-7) = —a-z.

j) (—a) - (—z) = (—(—a) -z) = a - z, in care am tinut cont de i).

k) Daci a =0 atuncia-z =0 -z = Qy. Dacd a # 0 atunci z = (% -a) T =
1

=—-(a-z) = - -0y = 0y; deci £ = Oy.
a a

2. Aritati ci daca familia de subspatii vectoriale {Wa}, , este dirijati (adici pentru

orice a, 3 € A existd v € A astfel incat WaUWSF C Wry ) atunci W = U Wa este

acA
un subspatiu vectorial al lui V.

Rezolvare: Fie a € K i z,y € W. Rezulta ci existd g, Gy € A astfel incat z € W,
si y € Wg,. Consideram pe 7 € A astfel incat W,, U Wy, C W,,. Deducem de aici
ciz,y € W,. In consecinti rezulti ci ar si ¢ + y apartin lui Wy, si deci lui W,

ceea ce trebuia demonstrat.

3. Fie U,V 51 W trei K -spatii vectoriale.Aritati ci

(a) Aplicatia nuld 0 : U — V| definitd prin 0(z) = 0 v pentru orice z € U, este
o aplicatie liniarad de la U la V;

(b) Aplicatia identicd 1y : U — U este aplicatie liniard de la U la U;

(c) Dacd f € £L(U, V) si definim f' : U — V prin f'(z) = —f (z) pentru orice
z € U, atunci f' € £L(U,V). Aplicatia f’ se noteazd cu —f si se numegte

aplicatia opusi aplicatiei f;
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(d) Dacd f € L(U, V) este bijectivd atunci inversa lui f este aplicatie linjard de
la Vla U;

(e) Dacd f € L(U,V)sige L(V,W) atunci go f € L(U,W).
Rezolvare:

a).Avem

O0(az +by) =0v =al(z) + b0 (y)
pentru orice a,b € K gi z,y € U.
b). Avem

pentru orice a,b € K si z,y € U.
c). Avem
f'laz+by) = —f(az+by)=—[af (z)+bf (y)) = ~af (z) -
—bf (y) a(=f(z))+b(—f(y) = af (z) +bf (y)

l

pentru orice a,b € K si z,y € U.
d). Fie z,y € V si a,b € K. Deoarece f este presupusi bijectivi rezulti ci
existd 2,y € U astfel incat f(z') =zsi f(y') =y . Deducem ci

f(az' +by) =af (z') +bf (v') = az + by

Tinénd cont de definitia inversei unei functii rezulta ca
fflla) =2, Ty =y

$1
f (az +by) = az’ + by = af 7 (z) +bf 7 (3)
adica f~' € £L(V,U).

e). Pentru oricare a,b € K si z,y € U vom avea succesiv

(gof)(az+by) = g(f(az+by)) =
= g(af(z) +bf (y) =ag(f(z)) +
+bg9(f(y)) = al(gof)(z)+b(gof)(y)

ceea ce trebuia demonstrat.
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4. Fie U si V doud K- spatii vectoriale, Uy C U si Vo C V subspatii vectoriale si
f € £L(U, V) o aplicatie liniars. Aratati cd

(a) f (Uo) este subspatiu vectorial al spatiului vectorial V;
(b) f!(Vb) este subspatiu vectorial al spatiului vectorial U.

Rezolvare:
a). Fie a,b € K si 7,y € f(Up) elemente arbitrare. Din definitia i f (Up)
rezulti ci existi z’,y € Uy incat z = f(z') si y = f (/). In aceste conditii

az + by =af (z') + bf (y) = f (az’ + byf)

Deoarece Uj este subspatiu vectorial rezultd ci az’ + by’ € Up si in consecintd
az +by = f (az' + by) € f (Vo)
b). Fiea,b € K si z,y € f~! (Vu). Din definitia lui f~! (Vo) rezulti ci
f(z)eVosif(y) eV
Deoarece V,, este subspatiu vectorial rezulta ca
af (z) +of (y) = f (az + by) € Vo

Folosind definitia preimaginii rezulti ci az + by € f~! (V,), ceea ce aratd in

fond ci f ! (Vp) este subspatiu vectorial al spatiului vectorial U.
5. Fie f € £ (R? R2) definiti prin
f(z1,22,73) = (32} — T2 + 23,371 — 12 + T3)

pentru orice (z;, 2, z3) € R3. Determinati nucleul si imaginea aplicatiei liniare f .

Rezolvare: Nucleul lui f este multimea solutiilor ecuatiei
f(z1,72,23) = (0,0); (z1,72,23) € R?
Aceasta ecuatie se reduce la ecuatia
3z, — T2+ 73 =0; (z,,25,23) € R®
care are solutia

N(f)={(t,3t+s,s) | t,s € R}
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Imaginea aplicatiei f este multimea elementelor y = (y;,y2) € R? pentru care
ecuatia

f(z)=y; = (x1,22,23) € R®

are cel putin o solutie. Ecuatia se poate scrie sub forma sistemulu

{ 3T, —Za+T3=Y1 (21,22, 73) € R?

3z — T2+ T3 =12

care are solutil daci si numai dacd y; = ys. Deci
Im(f) ={(t,t) [t € R}
6. Fie f € £(R?) un endomorfism definit prin

f(fclaﬂfz,l‘a) = (0,$2,$3)

pentru orice (1, Ts,z3) € R3. Aritati ci f este o proiectie.

Rezolvare: Avem
f2 (1,20, 73) = f (f (931,332,13)) = f(0,79,73) = (0.«132»333) = f($1,$2713)
pentru orice (1, T2, T3) € R3 ceea ce arati cd f2 = f, adicd f este o proiectie.

7. Fie V=R?si W = {(z),25) | 2z, — 2 = 0} C V. Determinat,i .
Rezolvare: Clasa de echivalentd a vectorului a = (a;, a;) € R? in raport cu relatia

de echivalentd determinati de subspatiul W este
la] = {(a1 + 1,02+ 22) | 221 — 22 = 0} = {(v1,%2) | 201 — y2 — 2a; + a2 = 0}

8. In R-spatiul vectorial R?® consideram baza B = {v1,v9,v3}, unde

m = (11273)
Vg = (0,2,3)
V3 = (0,0,3)

§i vectorul z = (2,6,12). Determinati matricea asociatd bazei B si matricea lui z

in baza B.

Rezolvare: Matricea asociati bazei B este

B=(vl vy v3)
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iar matricea lul z in baza B este

2
=11
1

hd
B

deoarece T = 2v, + v, + v3. Se verificd imediat relatia

T
= B PR—
’ B
adica relatia
2
2’Ul+’U2+’U3=(’Ul () va)' 1
1

9. In spatiul vectorial real R? considerim bazele B = {v;,v;,v3} si B' = {v},v},v}},
unde v; = (1,0,0), v, = (0,1,0), v3 = (0,0,1), v] = (1,2,3), v; = (2,3,4) si v} =
= (1,3,1). Determinati matricea de trecere de la baza B la baza B'.
Rezolvare: Deoarece
v] = v; + 2vp + 33
vy = 2v; + 3uy + 4us
vy = vy + vz + U3
rezultd cd matricea bazel B’ in raport cu baza B, sau matricea de trecere de la baza

B la baza B’', este

1 21
E’— 2 33
5=

341

Se observa cad coloanele acestel matrice sunt formate din componentele vectorilor

v}, V5 si respectiv vj in raport cu baza B. Deasemenea se verificd usor relatia

B

B'=B
B

adica

! ’ / — .

W N =
=W N
O b

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 34

Fie z = (8,7,22) € R®. Avem

2
z_ 1 |22 s z_B z
B "B AT T B
22 —4
5'
8 121 2
71=123 3 5
22 341 —4

10. Consideram transformarea liniari ¢ : R? — R3 definiti prin
¢ (z) = (271 + 3z2, —T1 + T2, 321 — 472)

pentru orice ¢ = (z;,zs) € R? Deasemenea, considerim bazele canonice E =
= {e1,e2} 51 F = {f1, f2, f3} din R? gi respectiv din R?; deci e; = (1,0), e, = (0,1),
f=1(1,0,0), f2 = (0,1,0) si f3 = (0,0,1). Determinati matricea lui ¢ in raport
cu bazele E si F|, forma analitica gi forma matriceald a lui .

Rezolvare: Avem
{ ¢ (er) = (2,-1,3) = 2f1 — fo+3fs
90(62) = (3v1’—.4) = 3f1 + f2 - 4f3

din care deducem ca matricea lui ¢ in raport cu bazele F gi F este

£ 2 3

w == —_—
F 1 1
3 —4

Forma analiticd a transformarii ¢ este

Yy = 2:51 + 3(1?2
Y2 = —IT1 + 22
y3 = 3Ty — 413

care aratd ci punctului z = (z;,z2) din R? ii corespunde punctul ¢ (z) = y =
= (ylay2ay3) din R3.

Forma matriceald a transformarii ¢ este
(i 2 3
1
w |=]1 -1 1]- ( )
T2
3 —4
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11. Considerim transformarea liniarf ¢ : R2 — R3 cireia i corespunde matricea

A

in raport cu bazele canonice din R? si respectiv R3. Calculati ¢z pentru z =
~(2,-3).

Rezolvare: Avem, tindnd cont de forma matriceald a lui ¢,

1 2 5 0 -11
w |=1]3 6 |- ( 5 ) =1 —-12
Ys 4 7 -13

Deci ¢ (2, —3) = (—11,-12, —13).

12. Fie f € L(R?), f(z1,72) = (—z1,312) pentru orice (z;,T2) € R2 Aritati ci
subspatiul
U={(0,z2) |z2 € R}

este invariant fata de f.
Rezolvare: Intr-adevir, f(0,z5) = (0,3z2) € U pentru orice (0,z3) € U, adici
fU) cU.

13. Fie f € £ (R?®) endomorfismul definit prin
f (CII], .’132,1'3) = (.’B] + 29 — I3, "'3.’1?1 - 3.’132 + 3:1,‘3, '—2131 — 21‘2 + 2.’173)

pentru orice (z;,T,,73) € R3. Aritati ci f este nilpotent si determinati o bazi
canonici a sa.

Rezolvare: Deducem imediat ca matricea lu1 f In raport cu baza canonica
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

a lui R? este
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B
endomorfism nilpotent de indice p = 2. Calculim subspatiile N; = ker.f* pentru

2
Deoarece (f—B) = Opmr3) rezultd ci f? este endomorfismul nul, deci f este un

1 € {1,...,p}, adicd, in cazul nostru, calculdim pe N; si pe No. Avem

T = (.’171,232,.’173) € N] <= f(.’l?l,.'tg,:l:a) = (0,0,0) SIT1+To—13=0
din care deducem
Ny = {(z1,z2,21 + Z3) | 21,22 € R}

Pe de alti parte avem N, = ker.f2 = R?, deoarece f? este endomorfismul nul.
Acum calculdm subspatiile K; = f*1(N;) pentru i € {2,...,p}, adici, in cazul
nostru, calculim pe K, = f (N,) = f (R3). Avem

(v1,%2,y3) € K, © 3 (z1,T9,13) € R? astfel incat

n= Ty +Z2— I3
Yo = —3(z)+T2—3)
Y3 = -2 (.’131 +1L'2 —.’133)
Acest sistem liniar este compatibil numai daci y» = —3y; st y3 = —2y,. Deci

KZ = {(yh _3y11_2y1) | n € R‘}

Constatam usor ci subspatiul K5 are dimensiunea egala cu 1 gi putem alege ca baza

multimea formata din vectorul
e? =(1,-3,-2)
Acum completdm baza lui K, pani la o bazd a lui N;. Deducem imediat ci{e?, e}} ;unde
e = (1,1,2) € N;

este bazd in N;. Din faptul ci €2 € K, = f(N,) = f (R) rezultd ci existi e! € N,
astfel incat

e1=f(e1)
Putem lua, de exemply, e} = (1,0,0) . Am obtinut astfel mul{imea de vectori

2 1
€1 €

1
€,
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Baza E = {¢,e},el} a spatiului R? este o baza canonici a lui f. Avem

din care rezulta cia

E )
2|00 0 |=diag(n0),0
14. Cercetati dependenta liniard a vectorilor vy, ..., v, € R®, unde v; = = (vy; ..., Un;)

sim € N
Rezolvare: Cercetam ecuatia

/\11}1 + - +/\mvm = 0; Al,...,Am S R

unde am notat cu 0 vectorul nul din R®. Putem scrie aceasta ecuatie sub forma

m

ZA,; (Uli, ...,’Uni) = (0, ,0) ) )\], ,)\m eR

=1

(Zrn: /\ivl,-,...,f:)\ivm) = (0, ,0), /\], ,/\m eR
i=1 i=1

sau sub forma sistemului

Sau

vll/\l +-+ UlmAm =0
: ) )‘la-'-,AnlER
'Unl/\l + -+ vnm)‘m =0
Fie r = rang (v;;) < min {m,n}, rangul matricei componentelor vectorilor cercetati

si, in acelasi timp, rangul matricei sistemului. Se gtie ca:

1) dacd r = m atunci sistemul admite numai solutia nuld

Asadar vectorii vy, ..., v, sunt liniar-indepenenti;
2) dacd r < n atunci sistemul admite o infinitate de solutii, deci admite si solutii

nenule; agadar vectori vy, ..., v, sunt limar-dependenti.
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15.

Observam ca:

1)Dacd m > n, adicd numérul de vectori este mai mare decit dimensiunea spatiului
R", atunci avem 7 < min {m,n} < m, ceea ce inseamni ci vectorii sunt liniar-
dependenti.

2)Daci m = n, adicd numdirul de vectori este egal cu dimensiunea spatiului R",
atunci liniar-dependenta sau liniar-independenta celor n vectori depinde de valoarea

determinantului A al componentelor acelor vectori,

Ui o Vin
A=
Uny - Unp

§i anume:

(a) dacd A # 0 atunci vectorii sunt liniar-independent;;

(b) dacd A = 0 atunci vectorii sunt liniar-dependent;i.

Aritati cd o multime S C R™ este subspatiu vectorial al lui R®daci si numai daci
S este multimea solutiilor unui sistem liniar §i omogen cu n necunoscute reale, cu
coeficienti reali. In plus, daci r este rangul matricei sistemului atunci dimensiunea
lui S este n — 7.
Rezolvare: 1) Presupunem ci S C R” este multimea solutiilor sistemului liniar si
omogen

1121+ -+ a3y, =0

DTy, Ty ER

AmiT1 + - + AT =0
unde a;; € R pentru orice 7 € {1,...,m} si j € {1,...,n}.
Dacd u = (uj,...,u,) € R" i v = (vy,...,v,) € R sunt doui solutii arbitrare
ale sistemului si A € R este un numir oarecare, atunci din Y7 aju; = 0 §i
> =1 aiv; = 0, pentru orice ¢ € {1,...,m}, deducem 7, a;; (u; +v;) = 0 si
> 71 @i (Auy) = 0, pentru orice i € {1,..,m}, adiciu +v € S 5i Au € S, ceea ce
inseamna ca S este subspatiu vectorial al lm R™.

S& presupunem acum cd r = rang (ai;) si, pentru simplificare, ci

ay - Qi

Ary -+ Qpp
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este determinant principal al sistemului. Atunci sistemul se reduce la sistemul

principal

1121 + -+ -+ 01 Tr = —Q(r4+1)Trt1 — 7 ° — Q1nTy
5 T1y eIy ER

Q1T +---+ Qe Iy = —ar(r+1)$r+l =t — QppTnp

in care necunoscutele secundare z,yy, ..., T, sunt arbitrare. Luand toate necunos-
cutele secundare nule cu exceptia uneia, pe care o ludm egald cu 1, obtinem un set

de solutii de forma

$1 = (311,...,3,-1,1,0,...,0)

Sn—r = (Sl(n—r),---; Sr(n—r)» o,.., 07 1)

unde s;; € R pentru orice i € {1,...,7} si j € {1,...,n—r}. Orice solutie a sis-
temului are forma

S=AS1+ -+ AprSnr

unde A; € R pentru orice j € {1,...,n —r} . Se verificd imediat ¢4 vectorii sy, ..., $p_»
sunt liniar-independenti, iar din relatia anterioara rezultd ci {s1, ..., S5} genereazi
subspatiul S. Deducem astfel cd multi-mea de vectori {si, ..., Sp—r} este baza a sub-
spatiului S g1 dimg S = n — r. Multimea de solutii {sy, ..., S, ,} se mai numegte si
sistem fundamental de solutii.

2) Presupunem ci S este un subspatiu vectorial al lui R®, de dimensiune m < n.
Alegem o baza {fi, ..., fm} alui S, unde f; = (a4, ..., an;) € R™. Pentru ca un vector
z = (z3,...,Tpn) din R™ si apartini subspatiului S este necesar si suficient si existe
numerele £y, ..., &y, astfel incat £ = Y- &i f;. Aceasta inseamnd ci apartenenta

lui z la S este echivalentd cu compatibilitatea sistemului

anér + -+ ambn = 71
: ) 51,...,§mGR
@11 + -+ Cumbm = Ty,
Pe de alta parte, compatibilitatea sistemului constd in anularea tuturor determinanti-

lor caracteristici ai sistemului. Deoarece {fi,..., fin} este bazi a lui S rezultd ca

fi, ., fm sunt liniar-independenti, deci rang (a;;) = m. Pentru simplificarea scrierii
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putem presupune, fird a micgora generalitatea, cd
an -+ am
A= Do t|#0
Qn1 *°° Qmm

Cu aceastd alegere, putem spune ci sistemul este compatibil dacd si numai dacd

determinantii caracteristici

apn -+ Q1 ITq

Ai =
am1 AGmm Tm
iy 0 Gy Iy

pentru oricare ¢ € {m + 1, ...,n}, sunt nuli. Observim c& determinantii A;, dezvol-

tati dupd ultima coloani, au expresii de forma
A,':Ali'Il+"'+Am,'-l‘m+A'.'L','

unde Ay, ...,Apn € R pentru oricare i € {m+1,...,n}. Cu aceastd observatie
putem spune ci z = (z3,...,Z,) € S daci gi numai dacd z este solutie a sistemului
liniar i omogen
Aims1y T1 +-+ Appntl) Tm+ A-Tpmy =0
: ) Tl Tn €R
Ay T 44+ App T+ Az, =0

ceea ce inseamnda cd S este multimea solutiilor unui sistem liniar i omogen cu n

necunoscute reale si coeficienti reali, adica tocmai ceea ce trebuia demonstrat.

3.2 Exercitii propuse

1. Fie V = {v} o multime formatd dintr-un singur element. Aritati ci V este K—
spatiu vectorial, indiferent care este corpul K, daci definim adunarea in V prin
v + v = v si inmultirea cu scalari prin av = v, pentru orice a € K. Vom nota acest

K~ spatiu vectorial prin {0} si il vom numi spatiu nul.

2. Consideram V = K, ca adunare in V considerim adunarea din corpul K, iar ca
inmultire cu scalari considerdm inmultirea din corpul K. Aritati cd V = K este

K— spatiu vectorial.
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3. Aritati cd C este R— spatiu vectorial, ludnd ca adunare a vectorilor adunarea nu-
merelor complexe, iar ca inmultire cu scalari ludnd inmultirea unui numar complex

cu un numar real.
4. Aratati cd
K" = {(11, ---,Jtn) | z; € K pentrui =1, ...,n}

pentru orice numir n € N, n > 2, este K— spatiu vectorial fatd de urmatoarele

operati:

(a') (ZII], ...,ZL'n) + (yl, "-ayn) = (zl + Y1y-3Tn + yn) )

(b) a(zy,...,z,) = (azy, -..,az,),

pentru orice (1, ..., T,), (Y1, -, Yn) € K* sia € K.

5. Aritati cd multimea M, ., K], a matricelor de tipul m x n cu elemente din corpul
K, este K— spatiu vectorial fata de operatiile de adunare a matricelor s1 de inmultire

cu un scalar a unel matrice.

6. Aritati cd multimea K[X], a tuturor polinoamelor cu coeficientii in K, este K—
spatiu vectorial fatd de operatiile obignuite de adunare a doua polinoame si de

inmultire a unui polinom cu un scalar.

7. Ardtati cd multimea K, [X],a tuturor polinoamelor cu coeficientti in K, de grad
cel mult n (pentru n € N ), este K— spatiu vectorial fatd de operatiile obignuite

de adunare a doud polinoame gi de inmultire a unui polinom cu un scalar.

8. Fie T o mulfime nevida, oarecare si V un K— spatiu vectorial.

Demonstrati cd multimea
Vi={z|z:T -V}

a tuturor functiilor definite pe 7" cu valori in V, este K— spatiu vectorial fatd de
operatiile obisnuite de adunare a doud functu si de inmulfire a unei functii cu un

scalar.

9. Fie U s1 V doud K— spatii vectoriale. Aritati cd mulfimea U x V este K— spatiu

vectornal fatd de operatiile:

(a) (w1, v1) + (ug,v2) = (Ul + up,v1 + v2),
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(b) a(u,v) = (au,av)
pentru oricare (u;,v), (ug2,v2) € U x V si a € K. Spatiul vectorial U x V se
numeste produsul direct al spatiilor vectoriale U gi V.

10. Aritati cd produsul direct V; X --- x V, al K-spatiilor vectoriale Vy,..., V, este

K— spatiu vectorial fata de operatile:
(@) (21, Za) + (U1, Yn) = (T2 + Y15, Tn + Yn) ,
(b) a(zxy,...,zq) = (azy, ...,az,),

pentru oricare (Zj,...,Zn), (Y1,---yYn) € V1 X ... x Vpsia € K.

11. Aritati cd dacd V este K—spatiu vectorial atunci V si {Oy } sunt subspatii vecto-

riale.
12. Aritati cd K, [X] este subspatiu vectorial al K—spatiului vectorial K [X].
13. Aritati cd mulfimile
(a) C°la,b] = {f| f : [a,8] = R, f — continui},

(b) C*la,b) = {f| f : [a,b] - R, AR continut”z} , pentru k € N*,
(c) C®a,b] ={f| f: [a,b] — R, f — indefinit derivabild},
sunt subspatii vectoriale ale R—spatiului vectorial R In plus

C°[a,b) DC'[a,b] D - D C*[a,b] D--- D C™|a,}

14. Fie V un K— spatiu vectorial si S o submultime a lui V. Aratati cd intersectia
tuturor subspatiilor vectoriale ale lui V care includ pe S este un subspatiu vectorial.
Acest subspatiu vectorial se numeste subspatiu vectorial generat de S si este notat
prin < S > . Subspatiul vectorial generat de multimea vida este subspatiul nul.

15. Fie V un K— spatiu vectorial si S o submul{ime nevida a sa. Aratati ci
(a) SCc<S>CV,;

(b) < §>= {Za,;zﬂa,,-eK,:rieS,neN*}

i=1
(¢) < S > este cel mai mic subspatiu vectorial, in raport cu incluziunea, care

contine pe S;
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Aritati cd dacd £ € V atuna

< {z} >={az | a € K}

Aritati ci daci S = {z,, ..., Zmm} atunci

<S8 >= {Zaizi | a; € K}

i=1
Aritati cd dacd U este subspatiu vectorial al lui V atunci
<U>=U
In particular
<{Ov}>={0v},<V>=V <<S>>=< 5>
Aratati ca
S; C S =<5 >C<85>

In particular daci U este subspatiu vectorial al lni V §i S C U atunci < S > C U.
Dacd f € L(U,V) atunci f(Oy) =0+v si f(—z)= —f(z) oricare ar i £ € U.
Fie I # o mul{ime oarecare. Consideram produsul direct

K' = {f| f:] - K}

1 € I fixat si
ei . K' =K, ¢:i(f)=f(i)
pentru orice f € K'. Aritati ci ¢; este o functionald liniard pentru fiecare i.

Aplicatia ¢; se numesgte proiectie canonici.
Aridtati cd Tr : M, [K] — K, definitd prin
TT’((G,,'J')) =aj+ ...+ A

este o functionald liniard. Tr (A), pentru A € M, [K], se numeste urma matricei
A.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Aritati cd D : K[X] — K [X], definitd prin
D(f)=f, VfeK[X]
unde f’ inseamna derivata polinomului f, este un endomorfism.

Aritati c& aplicatia I : C°[a,b] — C°%[a,b], unde I (f) : [a,b] — R este dati prin

relatia

1(f)(z) = / f(t)dt, Vi eCal]

este un endomorfism al spatiului C°[a, ).
Aritati ci in K -spatiul vectorial K multimea B = {1} este bazi.

Aritati ci in K -spatiul vectorial K®, unde n € N*, o0 bazd (numitd baza canonici)
este B = {ey,...,e,}, In care €; = (6,1, ...,6;,) pentru ¢ € Ny, iar §;; este simbolul

lui Kronecker (6;; = 0 pentru i # j, si 6; = 1 pentru orice ¢ ).

Aritati cd in K -spatiul vectorial K, [X], unde n € N* o bazi (numitd baza
canonicd) este multimea B = {1, X,..., X"}.

Aritati ci in K -spatiul vectorial K [X] o bazd (numitd baza canonici) este multimea

B={1,X,.,X".)

Aritati cd in K -spatiul vectorial M, [K| o bazi (numit# baza canonici) este

unde E;; € M« [K] este matricea cu toate elementele nule cu exceptia elementului

din linia 7, coloana j care este egal cu 1.
Aritati cé:

(a) dimk K™ = n, pentru orice n € N*;

(b) dimk K, [X] =n + 1, pentru orice n € N;

(c) dimg Mp,xn [K] = m - n, pentru orice m,n € N*;
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(e) dimg C™[a,b] = oo oricare ar fi n € N;
(f) dimg C*|a,b] = oco.

31. Aritati cd muliimea S = {(a:n)neN C K} , a tuturor girurilor de numere din corpul

K este K-spatiu vectorial fatd de operatiile definite prin

(a') (-Tn)neN + (y")neN = (xn + yﬂ)neN sl
(b) A(Zn)peny = (AZn),cn » PeNtru oricare (Zn),cny € S, (Un)penw €S 1 A € K.

Cercetati submultimile formate din girurile:

1. convergente;

1. fundamentale;

ill. convergente catre 0;
1v. marginite;

v. convergente cétre 1.
32. Fie V un spatiu vectorial real. Pe V x V definim operatiile:

(a) (u1,u2) + (v1,v2) = (w1 +v1,u2 +v2), pentru orice (u1,uz) si (v1,v2) din
V xV,

(b) (a+b) - (u,v) = (au—bv,av +bu), pentru orice a + i € C si (u,v) €
€ V x V. Aritati cd V x V este un spatiu vectorial complex. Acest spatiu

vectorial se numeste complexificatul lui V si se noteazi de obicei prin €V.

33. Cercetati dacd sunt subspatii vectoriale ale lui K3 [X] :

(a) {p € Ks[X] [p(1) =0},
(b) {p e Ks[X] | p' (1) =0},
(c) {Pe Ks[X] |p(1) =2},
(d) {p e Ks[X] | 2p(1) +3p(2) +4p' (0) = 0}.

34. Verificati daci sunt subspatii vectoriale ale lui Mp.m [R] :

(a)

< o R

c
0 | €Ms2[R] | a+d=b+cy,
d
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o {(* ) emmimto-cseani)

35. Aradtati cd multimile
X = {(z1,72,0,0,0) € R®} 5i Y = {(0,0,23,24,25) € R}
sunt subspatii vectoriale ale lui R%si ci X @Y = R5.
36. Aritati cd multimile
X={p=a+bX|a,beR}siY ={p=cX?|ceR}
sunt subspatii vectoriale ale lui Ry [X]sici X @Y = Ry [X].

37. Fie V un K -spatiu vectorial si z,y, 2 € V, vectori liniar-independenti. Cercetati,
in functie de A € R, dependenta liniara a vectorilor

vy = 2z+3y+4z
Vo= —IT+2y+ Az
v3 = 3 —2y— 952

38. Completati multimea {(1,2,3),(2,3,1)} C R® pani la o bazi a lui R®.

39. Cercetati dacd vectorul v € V este combinatie liniarid a vectorilor v; g1 v, din V in

cazurile:

(a) V=R3v=1(1,59), v, =(1,1,0) si vo = (2,-1,3);
(b) V=R[X],v=1+X+X*vy=1-Xsgivo=1—-X+ X%
(C) V= M2x3 [R],

1 20 0 0 2 ] 1 2 -1
v = , U1 = Sl v =
2 31 31 4 -4 1 -7

40. Cercetati dependenta liniard a multimii de vectori A din spatiul vectorial C* (R),

unde:

(@) A={1,z,2%};
(b) A ={1,cos2z,cos’z};
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(c) A={e",e " coshz};
(d) A= {e*,ze", z%e%}.

41. Determinati coordonatele vectorului v € V in raport cu baza B :

(a) v=1(2,3) e R, B={(1,5),(2,2)};
(b) ’U=1+X—3X2€R2[X], B={2’1+X’X+X2},

2 3
(C) ’U=(4 5)€M2[R],

B 11 0 2 00 00
2 3/'\23/)'\45/\06
42. Determinati pe A € R astfel incat

< {(1,0,3),(0,1,1)} >=< {(1,1,4),(1, A, 1)} >

43. Fie V un K -spatiu vectorial finit-dimensional, S C V o submultime finitd de vec-
tori g1 v € V. Cercetati liniar-dependenta lui S, determinati o bazd E a subspatiului
generat de S, completati multimea E pind la o bazd B a lui V si determinati co-

ordonatele vectorului v in raport cu baza B in urmétoarele cazuri:

(a) V=R
S=1{(1,1,2),(1,1,3),(1,1,1)}
v=1(0,2,-3);
(b) V=R, [X],
S={1+X,2+X,3+X,X*—1}
v=(1+X)%;
(c) V=M, [R],

() CEDEDED)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 48

44. Determinati o bazd in subspatiul vectorial U C V in urmdétoarele cazuri:

(a) U={p€Rs[X] |p(1) =0},V =Rs[X];
(b) U = {z = (z1,23,23) |z, +zo +23=0},V=R?,

0
QU= """ )eMR] |3a+26=0%,V=M[R] .
2a b
45. Calculati cote o bazi pentru suma si intersectia subspatiilor U si W ale lui R3?,
generate de vectorii
Uy = (0,4, 1) , Uz = (1,0, —2) ,Ug = (1,0,3)

si respectiv

w; = (1,2)1)7“)2: (2,3,1),’[1}3 = (371’1)

46. Fie A C My,s[R],

0
A= vy |lz+y=a+b, z,y,a,b € R
0 a b

Aritati cd A este subspatiu si determinati o bazi a sa.

47. Determinati coordonatele vectorului v € V in raport cu baza B = = {v,...,v,} in

cazurile:

(a) V=R" v=(3,-51,2) si

v = (0,1,1,1)
v = (1,0,1,1)
Vg = (1717170)

(b) V=Ry[X],v=1+2X+3X?si

’U1=1+X
U2:(1+X)2
v3 =1

(c>v=M2[R1,v=(; -21)§i
B 11 . 21 . 11 B 0 1
T o1 )T s 1) Voo )T 2
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48. Fie f : R® — R? definitX prin
f(z)=(z; —z2+ z3,2) — T2+ Z3,21 — T2 + T3)
pentru orice (T1,T2,z3) € R Aritati ci f este aplicatie liniard,calculati ker f si
determinati o bazi a sa.
49. Aritati cd endomorfismul f € L(V), care verificd proprietatea
fP=f+1ly=0
unde V este un spatiu vectorial oarecare, este inversabil.
50. Verificati daci aplicatia f : R? — RS3,
f (21,22, T3) = (21 + T2 — 223, T2, 21 — T3)
pentru orice (z,,Z2,Z3) € R3, este bijectiva.
51. Considerdm aplicatiile:
(a) R? — R?,
(z1,z2) — (21 + 2T2, —z1 — 32, 22, — T2)
pentru orice (z,,z2) din R
(b) R? — R?,
(.’171, .'172) — ((L'] + 21’2, 2.’131 - .’Eg)

pentru orice (11, z2) din R?;
(c) Maya [R] — Max2 [R],
A— Al
pentru orice A € My,; [R];
b—p
pentru orice p € R, [X];
(e) Maxa [R] — Ry [X],

ay; a2 a3
- ((111 + a9 + 0.13) + (agl + (159 + a23) X
az; aze QAs3

a;; Q2 a3

a2 Qo2 Q23

) € Max3[R];

pentru orice (
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(f) R2 - Rl [X] )
(z1,T2) — 1 + 22X
pentru orice (), z2) din R?;

(g8) Mz[R] — R,

asz1 a22

a;i; a2
( - (011, a2, a2, 022)

ar

a
pentru orice 2 ) e My [R];
a9

Q21
(h) R? — R, [X] )
(z1,T2) = 22122 + 22X
pentru orice (r1,72) din R? Studiagi liniaritatea injectivitatea si surjectivi-
tatea acestor aplicaili. Pentru aplicatiile liniare determi-nati nucleul, imag-
inea, defectul gi rangul fiecdreia. Determinati matricea fiecarei aplicatii liniare
in raport cu bazele canonice din spajiile care constituie domeniul de definitie

g1 respectiv domeniul de valori al aplicatiei respective.
52. Determinati matricea, in raport cu bazele canonice, pentru f € £ (U, V) in cazurile:

(a) fecL (RQ, C3) ,
£ (%) = (izy, iz, i73)
pentru orice T = (z,,,,73) € R3;
(b) f € L(Mp[K]), f (A) = A, pentru orice A € Mj [K].
93. Fie
B=1{(1,2,3),(2,3,1),(0,0,1)}

o bazi in R3 si endomorfismele f; pentru care matricele in baza canonici E sunt:

f1(E) 110 £ (E) 215 £ (E) 00 3

1 . 2 _ 3 _

E 2 31 g T 3 2 4], 5 2 21
0 0 3 5 6 2 4 5 6

(B) (B)  £5(B).

. ) h
Determinati matricele i
§ B ¥ B
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13

1 2
54. Aritati ci endomorfismul f € £ (R?2), ciruia ii corespunde matricea ( ) in

99.

56.

57.

98.

raport cu baza canonici a lui R2, este inversabil si determinati inversul siu.
Determinati compunerea aplicatiilor liniare
f:R2 > Ry[X], f(z1,22) = 71 + T2 X + (2, + 22) X?
pentru orice (z;, ;) € R2, si
9:Re[X] - R?, g (v1 + 12X + ysX?) = (y1,12,¥3)

pentru orice y; + X +y3 X2 € Ry [X], folosind matricele asociate acestor aplicatii

liniare in raport cu bazele canonice.

Verificati daci endomorfismele f; € £ (R?), pentru care

£ (E) 1 00 f2(E) 27 18 27

1 _ 2 I _ .

—F = 010 si % 21 14 -21
0 01 -12 -8 -12

unde E este baza canonici a lui R3, sunt proiectii.

Verificati dacd endomorfismul f € £ (R3), pentru care

il
o o o
o o =
S = o

unde E este baza canonici a lui R3, este nilpotent.

Determinati o bazi canonici pentru endomorfismul nilpotent f € £ (R3) a cirui

matrice in raport cu baza canonici a spatiului R? este

~1 )

__1)
_1\

_1/.

~——
-y
[a—"

(a) Ai=f 00

bl

\/
—_—
[ B

(b) Ay = 1

~
o
—
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Spatii euclidiene

4.1 Exercitii rezolvate

1. Fie V un K-spatiu vectorial euclidian. Atunci au loc urmétoarele relatii:

(a) <z, \y>=A<z,y> Vr,yc VAIEK;
(b) <z,y+z>=<z,y>+<z,2> VYI,y,2 € V]

(¢) <z,0y >=< 0y,z >=0,Vz € V.

Rezolvare: a) < 2, Ay >=< A, Z > =A< Y, > =A< §,T > =
=A<z,y>.

b)<ryjy+z>=<ytzz>=<yc>+<z2,z>=<y,z>+< 2, > =
=<zT,y>+<zI,2>.

)< 7,0y >=<z,0-z >=0- < z,z >= 0 5 analog < Oy, z >=<0-z,z >=
=0 <z,z>=0.

2. Expresia
n
<z, Yy >= Zz,@?
i=]

pentru orice z = (z,...,z,) € K" st ¥y = (y1,...,yn) € K7, defineste un produs
scalar in K-spatiul vectorial K" pe care il vom numi produsul scalar uzual.

Rezolvare: Fie z = (z1,...,25) , ¥y = (¥1,---,Yn), 2 = (21, ..., 2n) trei vectori arbitrari

din K" gi A un numdr oarecare. Avem:

a)

n n
cry>=Y oz - (zx—,-y,.) R
i=1

i=1

52
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b)

n

n n
<z+2Yy >=Z(z,~+z,-)E=Zx,-y‘,-+Zz,-E =<zI,y>+<2,y>

=1 =1 t=1

n n
<Az, y >= Z)\z,@}= /\Z:L',-Ez)\ <zy>

n n
<z, T>= Z:c,-i': = lei|2 >0
=1 i=1

dacd z este diferit de vectorul nul. Am verificat astfel toate axiomele produsului

d)

scalar.

3. Calculati produsul scalar al vectorilor a = (2,1+1,-3i) 51 b = (—5¢,2,0) din
spatiul euclidian C?, folosind produsul scalar uzual.

Rezolvare: Avem
<a,b>=2-(=5)+(1+1)-2+(~-3i)-0=2+12

4. Calculati norma euclidiani (generatd de produsul scalar uzual) din C? pentru vec-
torul a = (2,1 + 4, —3i) din C3.

Rezolvare: Avem

llall = \/|2|2+ 11+ +|-3%>=vA+2+9 =15

5. Calculati distanta euclidiand (generatd de norma euclidiand) dintre punctele z =
(1,2,3,4) siy=(2,1,0,7) din R

Rezolvare: Avem

d(a,y) = /(1 -2+ (212 +E—07+ (47 = V2
6. Ar#tati ci vectorii z = (1,2,3) si y = (2,5, —4) din R? sunt ortogonali fati de

produsul scalar uzual.

Rezolvare: Avem

<z,y>=1-242-5+3-(—4)=2+10-12=0
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7. Ardtati cd mulfimile de vectori

9.

10.

11.

A= {(ta2t73t) | te R} §1 B= {(23 + 3p’ =8, _p) | $,p € R}

din R3sunt ortogonale in raport cu produsul scalar uzual.
Rezolvare: Intr-adevir, pentru orice z = (¢,2t,3t) din A si y = (2s + 3p, —s, —p)
din B avem

<z,y>=1t(2s+3p)—2ts—3tp=0

Calculati lungimea si versorul vectorului z = (1,1,2) din R? inzestrat cu produsul
scalar uzual.

Rezolvare: Lungimea lui z este
lz|= v<z, 2> =VI2+12+22=6

lar versorul lul z este vectorul

1 1 1 1 2
“ZWZ%““’:(%%%)

In R3 inzestrat cu produsul scalar uzual, calculati proiectia vectorului z = (1,1,2)
pe vectorul y = (2,3,2).

Rezolvare: Proiectia lul z pe y este

<zT,y> 1-241-34+2-2 9 (18 27 18)
Pror=——— - -Yy=

2.392) = —2(232) =2 =2
<yy> 7 wigge B3 =3@3Y={

In R3, inzestrat cu produsul scalar uzual, calculati unghiul 6 dintre vectorii z =
=(1,2,3)siy = (4,5,6).

Rezolvare: Unghiul 8 dintre vectorii x 1 y este dat de relatia

<zy> 1-442-54+3-6 32 16v22
el -yl VIZ+22+32- V42 +52+62  V14-77 77

cosf =

Ortogonalizati mul{imea formata din vectorii v; = (1,1,1), vp = (1,2,1) 5l v3 =
= (1,1,2) din R3 inzestrat cu produsul scalar uzual.

Rezolvare: Notdm w, = v;. Calculam

< Vg, Wy >
Wy = Vg — Py Vg = Vg — —————w) =

L1201
< wp,w; > 3 o
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$1 apoi

< vz, w; > < Uz, Wa >
Wy = Vg — Proy,V3 — PToyy¥U3z = VU3 — wy, — w
PTewn P < wy, w; > < wq, wp >

I

1
= -(-1,0,1
2 ( b} )
Am obtinut multimea ortogonald {w,,ws, w3}, unde

wy = (1, 1, 1)
(_1/31 2/37 '_1/3)
w3= (—1/2,0,1/2)

Deoarece matricea componentelor setului de vectori {v;, vo, v3} este

A=

- = =
- DN =
N =

si det A = 1 # 0 rezulti ci E = {v;,v,,v3} este o bazi in R®. In consecinti F =
= {w, w2, w3} va fi o bazi ortogonald a lui R3. Vom "norma” vectorii w;, adici

vom calcula versorii u; = mwi. Avem

v2 1
2 § u = \/’5

(-1,0,1)

lwll = V3, fjw| = £ Nwslf =

1
uy = —(=1,2,-1),u3 = —

/6 7

g1 am obtinut baza ortonormati G = {u;, us,u3} a lui R®.

(1,1,1),

12. Determinati forma generald a unei aplicatii liniare f € £ (K", K), spatiul euclidian
K" fiind inzestrat cu produsul scalar uzual.
Rezolvare: Conform teoremei lui Riesz, lui f ii corespunde un element, unic deter-
minat, ¥y = (41, ..., ¥n) din K" astfel incat

f@)=<z,y>=z171+ -+ Tnln
Notdm {; = ¥;, pentru fiecare 1, si obtinem
f@)=zih+ ...+ z.ln
pentru orice z = (z3, ..., Z,) din K, [4, ..., I, fiind elemente din K fixate, depinzind

de f.
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13. In C? considerim produsul scalar uzual. Verificati ci endomorfismul ¢ € £ (C?)
definit prin
w(z1,22) = (21 + (1 —4) 22, (1 +7) 21 — 322)

pentru orice (2;, z3) € C? este hermitian.

Rezolvare: Intr-adevir, notind z = (21, 2) , avem

< pzyz>=[n+ 1 -9z -7+ [(1+9) 2 —32) =
= |af’+(1-)z-7+1+i)z 75— 3|z

Avem m = |z1|> € Rsin = |z|° € R evident. Numirul p = (1 —1)z, - 77+
+ (1 +4) 2 - 7z are proprietatea cAp = (1 +1)Zz- 21+ (1 — @) Z1- 22 = p, deci p € R.
Asadar < pz,2z >=m + p — 3n € R si deci p este hermitian.

14. Fie V un spatiu euclidian real. Aritati cd transformarile ortogonale ale lui V sunt
izometrii.
Rezolvare: Intr-adevir, daci r € L£(V) este o transformare ortogonald atunci

|lrv|| = = ||v|| pentru orice v € V si in consecinti

d(rz,ry) = re —ry| = |Ir (z —y)|| = llz — || = d (2,y)

pentru orice z,y € V.

4.2 Exercitii propuse

1. Ardtati cd functia < . > : V x V — K definegte un produs scalar pe K -spatiul
vectorial V :

(a) V=R,[X],K=R,

<P,q>=Dpodo + Q1 + P2@2 (4.1)

pentru orice p = po + ;1 X + p2X? 51 ¢ = qo + @1 X + ¢ X2 din R, [X];
(b) V=R, [X],K=R,

<p,g>=p(0)g(0)+p(1)q(1) +p(2)q(2) (4.2)

pentru orice p si ¢ din Ry [X];
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(¢) V=R, [X], K =R, 1
<p,q>=/0 p(t)q(t)dt
pentru orice p si ¢ din R, [X];
(d) V=C,K=C,

< z,W >= 2;W; + 22Wa
pentru orice z = (23, 22) s w = (wy, w;) din C?

(e) V=C* K=C,
< z,w >=2z1W — i1 Wa + 129w + 22Wo

pentru orice z = (21, 23) §i w = (w;,w,) din C?%

(f) V=M, [R],K=R,
< A,B >=Tr. (A'B)
pentru orice 4 si B din Mpxn [R];
(g) V=C[0,1],K=R,
<z, Y >= /Olz(t)y(t)dt

pentru orice z si y din C°[0, 1] .

o7

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

2. Calculati unghiul dintre polinoamele p = 1 + X + X2 5i ¢ = 14+ +X? din R, [X]

inzestrat cu produsele scalare: 4.1,4.2 si respectiv 4.3 . Corespunzator fiecarui

produs scalar calculati proiectia lui p pe q.

3. Determinati o bazd ortonormati a spatiului R, [X], inzestrat cu produsele scalare

4.1,4.2 5i respectiv 4.3, aplicand procedeul Gram-Schmidt bazei {1,1 + X,1+ X + X2} .

4. Determinati o bazi ortonormati a subspatiului generat de vectorii (1,1,1,0), (0,1,2, 3)

si (0,0,2,3) din R* inzestrat cu produsul scalar uzual.

5. Determinati pe M+ in R3 inzestrat cu produsul scalar uzual, pentru

M =< (1,0,1),(-1,2,1),(1,2,3) >

si scrieti descompunerea lui z = (2, 8, 8) in suma a doud elemente din M si respectiv

Mt

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 58

6.

10.

11.

In C°[0,1] inzestrat cu produsul scalar 4.7, ortogonalizati mul{imea de functii
{1,¢,¢2,£3}.

Determinati adjuncta transformarii liniare f € £(U,V), unde U §i V sunt K

-spatil vectoriale euclidiene:

(a) U=V =R?> K=R, f(z1,72) = (271 + 3z2,472) pentru orice (z;,z,) din
R? tnzestrat cu produsul scalar uzual;

(b) U=R3V=R’K=R, f(z;,72) = (2, + 373,425, 7; — 72) pentru orice
(z1,z2) din R?, R? si R3 fiind inzestrate cu produsul scalar uzual;

-1 3

(¢) U=V =C?K=C, f are matricea ( ‘
i

) in raport cu baza canonica

a lui C? inzestrat cu produsul scalar uzual;

(d) U=V =R,[X],K=R, f(p) =p + 2p pentru orice p din R, [X] inzestrat
cu produsele scalare 4.1,4.2 si respectiv 4.3.

. Aritati cd endomorfismul f € £ (R?) este hermitian, stiind ci matricea lui f in ra-

1 -1 0
port cu baza canonici a lui R3, fnzestrat cu produsul scalar uzual,este | —1 2 7
0 73

In R?® considersm produsul scalar uzual. Aritati ci endomorfismul f € £(R3),
definit prin

f($1,172,$3) = (

pentru orice (T, T2, z3) R?, este unitar.

Ty + I2 11—1173)

,I 3
V2 TR
fn R? consideram produsul scalar uzual. Aratati ci endomorfismul f € £ (R?), care
-1 0
are matricea ( o 3 ) in raport cu baza E = = {(1,0),(1,1)}, este hermitian.

Calculati adjunctele endomorfismelor f, g, h € £ (C?) definite prin

flz) = (ml,% m)

3
g9(z) = (izy + 2o+ T3, Ty + iz + T3, T) + T + iz3)
hz) = (z1+1iT2,T2 +iT3, T3 +1T))

pentru orice T = (z,,Z3,3) din C? inzestrat cu produsul scalar uzual.
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12. Aritati ci functia f : R? — R3 definiti prin
f (.’L‘) = (—1‘2 + 1,£L‘1 + 2, —x3+ 3)

pentru orice £ = (;,Z2,73) din R? inzestrat cu produsul scalar uzual, este o
1zometrie. Descompuneti aceastd izometrie in produsul dintre o translatie si o

transformare ortogonala.
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Valori si vectori proprii

5.1 Exerci{ii propuse

1
1. Verificati cd& A = 3 este valoare proprie, iar X = ( ) ) este vector propriu al

21
matricel A = .
1 2

Rezolvare: Intr-adevir,

(1) (0)-(2)()

2. Determinati valorile proprii si vectorii proprii pentru matricea

A=(3 4)6M2[R]
5 2

Rezolvare: Polinomul caracteristic al matricel A este
3—AX 4

Ps(X) = Y

=X —-5\—14

Ecuatia caracteristicd a matricel A este
M-50—-14=0; ) €R

Rezolvand ecuatia caracteristicd obtinem solutiile: Ay = —2 s1 Ay, = 7, deci spec-
trul matricei A este 0 (A) = {—2,7} .Pentru a gési vectorii proprii ai matricei A

corespunzdtori valorii proprii A = —2 trebuie si rezolvam sistemul

(A+2I)X =0 ; X € Mz, [R]

60
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(20 (2)-0)

5.’1,'1+4$2—_—0., .’Dl,.’L'QeR

sau, scalar,

Rezolvand obtinem: z; = 4¢, o = —5t, pentru orice t € R; deci mul{imea vectorilor

proprii care corespund valori proprii A = —2 este

{Xz(_;;) ltew}

Vectorii proprii ai matricei A corespunzatori valoni proprii A = 7 se obtin rezolvind

sistemul
(A—TNHX =0; X € My [R]
a
—4 4 T 0
() (2)-(0)
sau, scalar,

561—1172:0; Il,.’L'QGR

Solutia sistemului este: £, = 2, = ¢, pentru orice t € R; deci multimea vectorilor

proprii care corespund valorii proprii A = 7 este

()

A:(an aw)eMQ[K].

Q21 Q22
Determinati polinomul caracteristic al matricei A, calculati A~! si A? folosind con-
secinte din teorema Hamilton-Cayley.

Rezolvare: Polinomul caracteristic al matricei A este

aj; — A a
Py(X) = . 2 =po+pA+ A2

az1 Q2 —

unde po = a;31822 — 1012, Py = — (@11 + @22) . Conform Teoremei Hamilton-Cayley
rezultd ca

A2+p1A+poI =0
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din care deducem
A? = —p1A—pol , A(A+pI)=—pol
deci
A=t Py

Do Po
Apoi

A= —p A’ —poA= (Pf - ;Do) A+ pipol

4. Determinati polinomul caracteristic, spectrul si subspatiile proprii ale endomorfis-
mului f € £ (R?) definit prin

[ (z1,x2) = (221 + T2, T; + 225)

pentru orice (1, 72) € R2.

Rezolvare: In raport cu baza canonici E a spatiului vectorial R?, matricea lui f

_fE_(21
- (11)

Polinomul caracteristic al endomorfismului f este tocmai polinomul caracteristic al

este

matricei A, adica

2—-A 1
1 2—-A

P,(z\):det(A—,\I)=‘ =A2—4r+3

Rezolvind ecuatia caracteristicd
M —-4X+3=0; A€ER

obtinem valorile proprii ale lui f (si ale lui A): A\; = 1 si A, = 3. Spectrul lui f
este spectrul lui A, deci o5 = {1,3} . Pentru a determina subspatiul propriu V4, (f)

trebuie si rezolvim sistemul

(A-I)X=0; X e M, ([R]
() (5)=(0) (2) e
11 Iy 0 T2
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sau T, + o = 0 ; z;,z5 € R. Obtinem, evident, z; = ¢ §1 zo = —t, pentru orice
t € R. Deci

Va, (f) ={(t,—t) [t e R}

Pentru a determina subspatiul propriu V), (f) trebuie si rezolvam sistemul

(A-3NX=0; X € My[R]

(3 1)(2)-() (z)ewm

sau T, — 9 = 0 ; z,,79 € R. Obtinem, evident, £, = t s1 £, = ¢, pentru orice
t € R. Deci

= v

V)\z (f) = {(t,t) ItER}

5. Cercetati dacd matricea

1 0 0
A= 0 2 0
-2 -2 -1

se poate diagonaliza gi, in caz afirmativ, diagonalizati-o si calculati e,
Rezolvare: Considerim endomorfismul f € £(R?) ciruia, In baza canonica, i

corespunde matricea A. Avem
1—-A 0 0
Pi(A) = det(A—AI)= 0 2—2X 0=
-2 -2 —1-2A
= (1-X)(2-2)(-1-X)

Ecuatia caracteristica
(1-XN)2-A)(-1-X)=0; ) eR

are solutiile Ay = 1, Ay = 2 5i A3 = —1. Deci valorile proprii ale matricei A (si ale
endomorfismului f) sunt A; = 1, Ay = 2 si A3 = —1. Deoarece toate valorile proprii
au multiplicitatea egald cu 1 rezultd cd toate valorile propri au dimensiunea geo-
metricd egald cu dimensiunea algebrica, deci endomorfismul f este diagonalizabil.
Determinim subspatiile proprii ale lui f.

Pentru A = 1 rezolvam sistemul

(A"-I)X=O, )(GM;;X][R]
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adicd
0 0 O T 0
0 1 O I - O y T1,T2,I3 GR
—2 —2 -9 3 0
sau
z =0
? yT1,T2,7T3 € R
—2.’171 — 2.’132 - 213 = 0
Obtinem solutia x; =t,z5 = 0 g1 z3 = —t, pentru orice t € R, deci

Vi, = {(t,0,—t) |t € R}

O bazi pentru V), este, evident, E; = {(1,0,—1)}.

Pentru A = 2 rezolvam sistemul

(A—21)X =0 ; X € May, [R]

adicd
0 0 0 zw | =10 ; T1,T2,73 € R
-2 -2 3 T3 0
sau
-z =0
: ; L1, Te,23 €ER
—2x; —215 — 323 = 0
Obtinem solutia ; = 0, T, = 3t 51 £3 = —2t, pentru orice t € R, deci

Vs, = {(0,3t,~2t) | t € R}

O baza pentru V,, este, evident, E> = {(0,3,—-2)}.

Pentru A = —1 rezolvam sistemul

(A+ D)X =0 ; X € My [R]

adica
2 00 T 0
0 3 0 o | =1 0 ; T1,T9,T3 €ER
-2 -2 0 T3 0
sau
21, =
3za = 0 ; z;,z9,73 € R
—2r, — 2z, =
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Obtinem solutia £, = o = 0 51 3 = ¢, pentru orice t € R, deci
V«\s = {(0) Oat) | te R}

O bazi pentru V), este, evident, E5 = {(0,0,1)}.
Considerdm baza E' = {(1,0,—1),(0,3,—2),(0,0,1)} obtinuta prin reunirea bazelor
E,, E, si E3. Matricea de trecere de la baza canonici E a lui R? la baza E’ este

1 00)
C= 0 30
-1 -2 1}
10 0 )
Matricea lui f Inbaza E'este A/A=1]1 0 2 0 . Se poate verifica ugor relatia
0 0 —1 /
A’ = C~'AC. In final deducem si ci
eM 0 0 e 0 0
eA=C-| 0 e*» 0 |-C'=C-|0 &= 0 Cl =
0 0 e 0 0 e€*
. 3e” 0 0
- - 2z
3 0 3e 0

—3e*+3e % 2T —2e* 3e*

6. Cercetati dacd matricea

4 60
A=] -3 -5 0
-3 -6 1

se poate diagonaliza i, in caz afirmativ, diagonalizati-o si calculati AP, pentru orice
p € N.
Rezolvare: Considerim endomorfismul f € £ (R?®) ciruia, in baza canonici, ii

corespunde matricea A. Avem

Pa(M)=det(A—X)=| -3 —5-x 0 |=(1-XN(A+x1-2)
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Rezolvand ecuatia caracteristica
(1-X)(A*+A1-2)=0; A€R,

obtinem valorile proprii A\; = —2, A, = A3 = 1. Deoarece A\; = —2 este radacina
simpld a ecuatiei caracteristice rezultd cd dimensiunea geometricd a lui \; coin-
cide cu dimensiunea sa algebricid. Deoarece dimensiunea algebricd a valorii proprii
A2 = A3 = 1 este 2 raméne si cercetim dimensiunea geometrica a acestei valori

proprii.Avem

3 60
A-I=1] -3 -6 0
-3 -6 0

din care deducem usor c& rang.A = 1 si deci multiplicitatea geometricd a valorii
proprii A = 1 este egald cu 2. Asadar matricea A este diagonalizabili (respectiv f
este diagonalizabil). In continuare determinim subspatiile proprii.

Pentru A = —2 rezolvam sistemul

(A+20)X =0 ; X € Ma1 [R]

adicd
6 6 0 Iy 0
-3 -3 0 To =10 ;T1,T2,23 €ER
-3 —6 3 z3 0
sau
6z, +6x, = 0
-3z, —3x, = 0 ; x,22, 713 €ER
—3z; -6z, +3z3 = 0
Obtinem solutia: z, = t, x5 = T3 = —t, pentru orice t € R. Deci

|1 2¥ (f) = {(t,—t, —t) | te R}
din care deducem usor cd E; = {(1,—1,—1)} este o bazi a lui V), (f).
Pentru A, = A3 =1 avem de rezolvat sistemul

(A—I) X =0; X € M3,; |[R]

adica
3 6 0 I 0
-3 -6 0 o | =10 | ;z1,z0,23 €ER
-3 -6 0 T3 0
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sau

32,4+ 62, =0; z1,72,23 € R
din care obtinem solutia: z, = 2t,z, = —t g1 3 = s, pentru orice £ si s din R.
Deci

Vi, (f) = {(2t,—t,s) | t,s € R}
din care deducem ca

E,={(2,-1,0),(0,0,1)}

este o bazi a lui V,\2 (f). Baza fatd de care matricea lui f are formi diagonald
este E' = {(1,-1,-1),(2,-1,0),(0,0,1)}, obtinuti prin reunirea lui E, cu E.
-2 00
Matricea lui f in raport cu aceastd bazi este A’ = 0 1 0 |. Matricea de
001
trecere de la baza canonicd E a lui R? la baza E' este
1 20
C=] -1 -1 0
-1 01

Se poate verifica ugor relatia A’ = C~! AC, adici relatia de diagonalizare a matricei

A. In final avem A? = C (A")? C! adica
(=2)> 0 0 (=2)P+2 (=27 0
AP =C 0 10 |C'=] (-2-1 —(=2'=1 0
0 01 (=2)P =1 —(=2)"*'-2 1

7. Cercetaty daci matricea

-4 2 10
A=| -4 3 7
-3 1 7

este jordanizabili gi in caz afirmativ jordanizati-o.
Rezolvare: Pentru aceasta vom cerceta endomorfismul f € £ (R3?) ciruia ii core-
spunde matricea A in raport cu baza canonici a lui R3. Polinomul caracteristic al

lui f, i deci al lui A, este

—4- ) 2 10
Py()) = —4 3-) 7|1=-(A-2)°
-3 17—
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Ecuatia caracteristica
~(A=2°=0; X€R
are o singurd solutie si anume: \; = 2, multipld de ordinul m; = 3.

Cercetdm rangul matricei

-6 2 10
A-2I=]| -4 1 7
-3 1 5

Obtinem evident rang. (A — 2I) = 2. Deoarece
n—rang.(A—-2)=3-2=1#m; =3

rezultd cd matricea nu este diagonalizabila.

Avem de determinat subspatiul
Vi = ker(f —2-1y)3

Matricea care corespunde lui (f — 2 - 1y)® in raport cu baza canonici a lui R3 este

—6 2 10 -2 0 4 000
A-2I°=| 41 7 |-|-102]|=]000
-3 1 5 -1 0 2 000

din care deducem ci g = f—2-1y este endomorfism nilpotent de indice 3si V; = R?.
In continuare ciutim o bazi canonicd pentru endomorfismul nilpotent g. Deoarece
indicele lui g este 3, este suficient si determinim un vector z, € R? astfel incat
g% (z0) # Ogs. Este usor de vizut ci zo = (1,0,0) indeplineste conditia ceruti.

Intr-adevar, din

1 -2 0 4 1 —2
Aa-2-lof=]-102]-1lol=| 1
0 -1 0 2 0 —1

rezults ci g2 (zo) = (—2,—1,~1). In aceste condiii deducem c# o bazi canonici
pentru g este E' = (vy,v2,v3), unde

v= g°(z0) = (-2,-1,-1)

v2= g(zo)= (-6,—4,-3)

Us = To = (1,0,0)
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Matricea lui g in aceastd baza este

G =

oS O O
o O =
S = O

deoarece
g(w)= ¢*(z0)= Opa=0-v1+0-v2+0-v3
gva)= g*(xo)= vi=1-v1+0-v2+0-03
g(s)= g(xo)= v2=0-v;+1-v2+0- 03
Matricea lui f in baza E’ este

A=G+20=|021|=4h@®
2

si are formi jordaniana. Matricea de trecere de la baza canonica E a lui R? la baza

E’ este
-2 -6 1
C = -1 -4 0
-1 -3 0

Se poate verifica ugor cd A’ = C 1 AC, adici

210 0 3 —4 -4 2 10 -2 -6 1
0o21]=10 -1 1¢}-{~-43 71]1-1-429
0 0 2 1 0 -2 -3 1 7 -1 -3 0

8. Cercetati daci endomorfismul f € £ (R*) definit prin
f (.’L‘) = (3.’131 + Zo, —4.’111 — :L‘2,7l'1 + o + 22133 + 4, —17.L'1 — 61’2 - .’L‘3)

pentru orice T = (Z1, T2, T3,T4) € R? este jordanizabil si in caz afirmativ determi-
nati o baza in raport cu care matricea lui f sa aibd forméa jordananiana.

Rezolvare: Fati de baza canonici E a lui R? matricea lui f cste

3 1 00
-4 -1 00
A=
7T 1 21
-17 -6 -1 0
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Polinomul caracteristic al matricei A este

3 1 0 0
4 —~1-2A 0 0

Pald) = 7 12—\ 1 = (-1
_17 6 -1 0-2A\

Ecuatia caracteristicd

(A—-1)"=0; A €R,

are o singuri solutie: A\; = 1 multipld de ordinul m; = 4. Calculdm rangul matricei

2 1 0 0
4 -2 0 0

A—1=
7 1 1 1
-17 -6 -1 -1

si obtinem: rang.(A—1I) = 2 < 4 = m,, din care rezultd ci f nu este diagonali-
zabil. Deoarece toate valorile proprii sunt in R gi suma multiphcitdtilor lor este
egald cu dimensiunea lui R? rezulti ci f este jordanizabil.

Trebuie s3 calculdm subspatiul
Vi = ker (f — 1ps)*

Deoarece(A — I)? este matricea nuli rezulti ¢i g = f — 1g4 este un endomorfism
nilpotent de indice p = 2. Vom determina baza canonica pentru acest endomorfism

nilpotent. Pentru inceput trebuie si calculam subspatiile
N; = ker g* pentru i € {1,2}si K2 = g (N2)

Pentru a calcula pe Ny = ker g trebuie sa rezolvam sistemul

2 1 0 0 Iy 0 I

-4 -2 0 0 T 0 T
: = ; 2 € My [R]

7 1 1 1 I3 0 T3

-17 -6 -1 -1 T4 0 T4

In urma rezolvirii se obtine solutia (a, —2a, b, —5a — b) , pentru orice a i b din R,
dec

N, = {(a, —2a,b,—5a — b) | a,b € R}
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Pentru a calcula pe N, = kerg? {inem cont ci ¢g? este endomorfismul nul, deci
N, = RA. In continuare rezulti ker g2 = ker g* = R* = V.

Pentru a calcula pe K5 tinem cont ci
K,={yeR'|3zeR! - y=g(z)}

Aceasta inseamna ca subspatiul K, este format din toate elementele (y1,y2, Y3, ¥a)

din R* pentru care sistemul

2z, +zxo =4
—4z, —2z, =12
; T1,T2,T3,T4 € R
Ty +zy +23 +T4 =Ys
—17z, —6z, —z3 —z4 =1y,
este compatibil. Deducem usor c3 sistemul este compatibil numai daci y, = —2y,;

si oY1 + ya + y4 = 0, din care deducem ci
K, = {(a,—2a,b,—5a — b) | a,b € R} = N,

Ciutdm o bazi a lui K. Luidnd mai intdia = 1si b = 0jjar apoia = 0sib=1
obtinem baza

B = {4,)
(1,-2,0,-5) si e2 = (0,0,1,—1). Acum, conform teoriei, ar trebui si

completam aceastd bazd pand la o bazid a lui Ny, dar N; = K> si deci operatia se

2 _
cuej =

poate considera ficuti. In continuare ciutim e; € N, si ej € N, astfel incat si

avem

2

g(e]) =esig(e}) =e3

Pentru aceasta trebuie sa consideram sistemele:

21,
—4x,
71,
—17x,

+Zq =1
—2z =-2
’ ; T1,T2,73,T4 € R
+z2 +z3 414 =0
~6z, —x3 —IT4 =

pentru care o solutie este (0,1,—1,0), si

21,
—d4z;
7T,
—17z1,

+9 =0
—2$2
;y L1,Z2,T3,T4 € R
+r, +z3 +x4 =
—6xy, —x3 —14 = -1
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pentru care o solutie este (1,—2,0,—5). Deci putem lua
el =(0,1,—1,0) si e; = (1,—2,0,-5)

Am obtinut tabloul de vectori

2 2
€1 €3
11
e; €

Baza canonica a lui g este

E = {ef, el eg, eé}

Deoarece

rezultd cd matricea lui g in baza E' este

0
0

o o o o
oo O =
o = O O

Matricea lui f in raport cu baza E’ va fi (deoarece f = g + 1ga )

A =

o O O =
OO = =
o = O O
—_— = o O

Matricea de trecere de la baza E a lui R? la baza E’ este

1 0 0 1

-2 1 0 =2
C =

0 -1 1 0

-5 0 -1 -5

Se poate verifica printr-un calcul simplu ca A’ = C ' AC.
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5.2 Exercitii propuse

1. Gasiti valorile proprii gi vectorii proprii pentru matricele:

21 3 4 0
(a) ) ) ¢ pentru a € R;
1 2 5 2 —a 0

5 6 -3 2 -1 2 0 01 0 21
1 2 -1 -1 0 -2 10 -1 -3 0
1 1 1 1
3 1 0 2 5 —6
1 1 -1 -1
(C) "‘4 _1 0 y 4 6 _9 )
1 -1 1 -1
4 -8 -2 3 6 -8
1 -1 -1 1

2. Valorile proprii ale matricei A fiind cunoscute determinati valorile proprii ale ma-
tricelor A1 gi A2,

3. Daci polinomul caracteristic al matricei A € M, [K] este F (M) gasiti determinantul
matricei f (A), unde

f=bo(X=&) (X —&m)
este un polinom.

Indicatie: Avem
f(A)=bo(A—-&T) - (A—&unl)
Dea

det f (A) =05 -det (A—&1)----det(A—E&,T)=by- F (&) - F(&n)
4. Daci polinomul caracteristic al matricei A € M, [K] este
FO)= (= X) - (ha— Y
atunci determinantul matricei f (A), unde

f=b(X—-&) (X —&n)

este

det f (A) = f (A1) f(An)
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5. Valorile proprii ale matricei A € M, [K] fiind cunoscute g#siti valorile proprii ale
matricei f (A), f fiind un polinom.

Indicatie: Notim

Conform exercitiului precedent avem

det (f (4) — M) =detg(A) =g (M) --g(Aa) = (fF (A1) =A) - (f (An) = A)
din care deducem ca ecuatia caracteristici
det (f(A) —AI)=0; AeK
are solutiile: X = f (A;),---, M, = f (An).

6. Aritati cd vectorii proprii ai matricei A € M, [K] sunt si vectori proprii ai matricei
f (A), f fiind un polinom.
Indicatie: Fie

f=a+a; X+ -+a,X™

unde a; € K pentrui € {1,...,m} si V un vector propriu al matricei A corespunzator
valorii proprit A. Avem

([ V=V Ja
AV = MV ay

ﬁ A2V = /\2‘/ 12}

L A"V = A"V | a,
Dupa ce inmul{im cu ag, a4, as, ..., @y, asa cum am indicat in tabloul de mai sus, st

adunam toate relatiile obtinem
fAAV=FfNV

din care deducem ci V este vector propriu al matricei f (A) corespunzitor valorii

proprii f ().
7. Reduceti la forma Jordan matricele:

13 16 16 3 0 8 -4 2 10
(a) -5 -7 —6 |, 3 -1 6 | 4 3 7 |;
-6 -8 -7 -2 0 -5 -3 1 7
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3 1 00 1234
—4 -1 0 0 0123
(b) ;
7 1 2 1 0012
17 -6 -1 0 0001

8. Determinati polinomul caracteristic, spectrul si subspatiile proprii asociate pentru

fiecare dintre endomorfismele de mai jos:

(a) f € L(R?) a cirui matrice in baza canonici E a lui R? este

fE 4 -1 -2
f = 2 1 -2
1 -1 1

(b) f € £L(C?) a cérui matrice in baza canonici E a lui C? este
fE _(3+71 -1
£ 2 1—1

f(x) = (z1+zo+ 23+ 24,21 + T2 — T3 — 24,

(c) f € L (R*) definit prin

yTy — Ty + T3 — Ty, T1 — T2 — T3z — T4)
pentru orice z = (z;, T9, T3, T4) € RY;

(d) f € L(R*) a cirui matrice in baza canonicd E a lui R* estc

fE
&

O O O -
O O N =
O = NN

(e) f € L(R2[X]) definit prin

f)=2p+(X+1)p
pentru orice p € Ry [X];
(f) f € L(R2[X]) definit prin

pentru orice p € Ry [X];
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(g) f € L(M;[R]), definit prin
f(A)=A
pentru orice A € M, [R].
9. Sa se giseascd valorile proprii gi subspatiile proprii gi apoi sa se diagonalizeze ma-
tricea ortogonala
cost O sint
A= 0 1 0

—sint 0 cost

10. Determinati polinomul de matrice

P(A)=A%-3A24+34-1

2 3 14
pentru matricca A= | 1 2 3
01 2
1 00
11. Calculati A™'si A™ pentru matricea A= | 0 2 0 | folosind teorema lui Hamil-
01 2
ton -Cayley.
3 0 8
12. Calculati matricele e si A™ pentru A = 3 -1 6
-2 0 -5

13. Sa se determine polinomul caracteristic al matricei lui Frobenius

(P P2 - Pa1 Pa )
1 0 0 0
F=| 0 1 --- 0 0

\0 -0 1 0
14. Fie f € £(C?) endomorfismul a cdrui matrice in raport cu baza canonici E a lui

C3 este
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Aritati ci f este hermitic si determinati o bazi a lui C? fata de care matricea

endomorfismului are forma diagonala.
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Capitolul 6

Functionale patratice

6.1 Exercitii rezolvate
1. Aritati ci f : R? x R? — R definiti prin
f(z,y) = T1th + 201y2 — 3T2y1 + 4T2Y2

pentru orice z = (z,73) i ¥ = (y1,%2) din R?, este o functionald biliniara.

Rezolvare: Fie 2 = (2),22) € R? si a,b € R. Avem

flaz+by,2) = (azx; +byy) 2 +2(ax; + byy) 20 — 3(azs + byy) 21 +
+4(aze+byz) 22 = af(zx,2)+bf (y,2)

Analog se verifica si egalitatea
f(z,ay +bz) = af (z,y) + bf (z,2)
coea ce aratd cd f este o functionald biliniara.
2. Reduceti la forma canonici functionala patratici  : R® — R definiti prin
Q (z) = 129 + 27173 + 32273

pentru orice = = (1,,z2,73) € R®.

Rezolvare: Matricea lui Q fatd de baza canonici a lui R3 este

0 1/2 1

A=1]1/2 0 3/2
1 3/2 0
78
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deci suntem in cazul a;; = a2y = a3z = 0. In aceasti situatie, deoarece a5 = % # 0,

trebuie si facem schimbarea de coordonate

I1=l'll+$,2
Tp, =T) — T4

1:3:1,‘3

Q(z) = (z)+z3)(z) —z5) +2(z) +25) 73+ 3(z) —z5) 25 =
= (27)* — (z5) + 5zizl — zhalh =
5 2 2 2
= |2+ 25 ) —(25)" — 2525 — — (73)
2 4
Facem schimbarea de coordonate
o] =z} + 3z}

T4 = T4

s1 obtinem
A 2 "o 25 2 m2
Q(z) = (21)" ~ (22)" — 2225 —  (23)” = (21)" + Qi (2)
unde Q, (z) = — (o) —zlzl - % (24)? . Ne ocupam in continuare de functionala p3-
traticd bidimensionali Q; (z) . Mai int4i vom scrie ultima schimbare de coordonate

sub forma
ro__ B
Iy =1T) — 3T3
TH =1,
ro_
Iy = I3

Acum putem scrie
1 2
Qi(z) =~ (:c + gz) —6(z3)’

Facem schimbarea de coordonate

" ” 1,0
Ty =T+ 5T;3

si obtinem Q; (z) = — (z¥')* — 6 (z¥)?, deci

Q (z) = (z7)* — (z5)* — 6 (25’
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Ultima schimbare de coordonate se poate scrie sub forma

2=

o = 2 — Laf
T4 =Ty

Succesiunea de schimbiri de coordonate a condus la schimbarea de coordonate

z, =z + 2l — 3z
Ty =z’ — z) — 2x73’
I3 = l’g’
Aceasta schimbare de coordonate este rezultatul trecerii de la baza canonicd F =

= {e;1,e2,e3} la 0 bazd E" = {e}', €}, €4’} . Se stie cd au loc relatiile:

EIII T EIII T

"o _ L= L -
B E E’E E E™
deci
T 1 1 -3 z o
T T
E = T2 = 1 -1 -2 . 1:/2// = F . Em (61)
I3 0 o0 1 zy
din care deducem
1 -3
EIH . 1 2
= 1 —
0 o0 1

s

el =e1+e=(1,1,0)

ey =e —ex=(1,-1,0)

ey = —3e; —2es + e3=(—3,-2,1)
Reprezentarea analiticd a functionalei patratice @) in raport cu baza E" este tocmai
forma canonicd

Q(z) = 2| — 25” — 625"

Matricea functionalei pétratice ) in raport cu baza E" este

1 0 0O
AIII —_ 0 _ 1 0
0 0 -6

E" t E"
Putem verifica usor relatia A" = (f) -A- -
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3. Reduceti la forma canonici functionala patratici Q : R* — R definiti prin
Q(z) = a:f — zg + 2:1:3 + 2x129 — 22173 + 4x1x4 — 6ZoT3 + 122014 + 27374

pentru orice = (1), T2,Z3,74) € R

Rezolvare: Matricea lui ) in baza canonici a lui R? este

1 1 -1 2
1 -1 -3 6
A=
-1 -3 01
2 6 12

Prin grupéri convenabile rezulta
Q (ZE) = (17] + Iy — 13+ 21?4)2 -2 (1)2 + 3 — 2.’114)2 + (:I,‘3 — :1,‘4)2 “+ 5:1:3

Facem schimbarea de coordonate

Iy =2Z1+ Ty — T3+ 214
.’E12=.’L'2+.'E3—2IE4
Th=1T3— T4

Ty = T4
g1 obtinem forma canonica a lu1 @
Q(z) = 27 — 227 + 27 + 57
Baza in care este reprezentatd analitic functionala () este
E' = {6,1’612’63’ e;}

obtinuti prin trecere de la baza canonici E a spatiului R* cu ajutorul matricei de
!
trecere E pe care o vom explicita imediat. Exprimind coordonatele 1, 5, z3 si

z4 in functie de coordonatele z}, 5, x4 si = obtinem

T =) — xh + 24 — 2z
Ty =ah — Iy + T
T3 =I5+ T,

Ty =1,
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din care deducem c3 matricea de trecere de la baza F la baza E' este

1 -1 2 =2
E 10 -1 1
E o 0o 1 1
0 0 1
Din relatia E' = F - %, deducem
e = e = (1,0,0,0)
en= —e +e; =(-1,1,0,0)
eh = 2e, —ep +e3 =(2,-1,1,0)
e, = —2; +ex +ezt+eq =(-2,1,1,1)

Matricea lui @ In raport cu baza E’ este

1 00O
A 0 -2 00
0 10
0 0 5
E\' , E
Putem verifica usor relatiad’ = (E) -A- ok

4. Reduceti la forma canonicd functionala patratici Q : R?* — R definiti prin
Q (z) = 223 — 3z5 + -’E§ + 21123 — 47173 + 42223

pentru orice z = (z;, T2, T3) € R3.

Rezolvare: Matricea lui Q in baza canonici E = {e;, e, €3} a spatiului R? este

2 1 2
A= 1 -3 21,
-2 2 1
iar determinantii
2 1

A1:2, AQZ =—7, A3=detA=—11
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sunt nenuli. Deducem ci existd o bazi E' = {¢€], €}, e3} fatd de care reprezentarea

analiticd a lui @ are forma canonicd

1 ! A ’ A !
Q) = 7 @)P+5 @)+ 5 (@) =
1 2

2 2 7 2
= 3 (1) — = (z5)” + I (z3)
Vectorii bazei E' au forma
‘o
61 = (11€1
6’2 = C12€] + Cxne2
e = c13e1 + Ccoze2 + cazes
Conditiile f (€, e;) = é;; pentru § < i, unde f este polara lui @, ne conduc la:
2 7 p .7 ]

1) 1, f (€),€e1) = 1, adicd 2¢;; = 1 din care deducem ¢;; = =

5"
2)
2c194cxn =0
{ Ccia—3cpn =1
din care obtinem c¢5 = = $1 Coo = —%.
3)
2¢13+ o3 —2¢33 =0
c13 — 3ca3 4+ 2c33 =0
—2c13+2¢cp3+c33=1
din care ob{inem c3 = %, Coz = %,C:}g = 1—71 Deci
el = lel
e = iel +—ce
;06
€3 =€+ —€+ —e3

11 11 11

Matricea de trecere de la baza canonica E la baza E’ este

12 1/7 4/11
— = 0 —2/7 6/11
0 0 7/11

Pe de altad parte coordonatele in cele doud baze sunt legate prin relatia

E =z
E FE

i s

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 84

adica
T3 1/2 1/7 4/11 z
o | =10 —=2/7 6/11 xh
T3 0 0 7/11 x4
Deci
) = 374 + 325 + 1775
Ty = —3zh + S}
T3 = L4

1 rezolvarea este completa.
5. Reduceti la forma canonici functionala patraticd @ : R? — R definita prin
Q () = 22° + 42,39 — 73

pentru orice z = (z,,z5) € R?.

Rezolvare: Matricea lui @ in raport cu baza canonica F a lul R? este

(2 2)

Polinomul caracteristic al matricel A este

2—A 2
Pa()) = s 11 =X-)1-6
Ecuatia caracteristicd a matricei A este
M-A-6=0
i are solutiile A} = 3 i A = —2. Am obtinut pentru ) forma canonica

Q(2) = 3(2})" —2 (1)

unde z = zie| + rhe, € R? E' = {€|,¢€,} fiilnd o bazd a lui R? care urmeazi a
fi determinata. Pentru aceasta cautadm spatiile proprii corespunzatoare valorilor

proprii gasite.Pentru fiecare valoare proprie A formam ecuatia matriceald

(A— /\IQ) - X :O,X c M2x1 [R]

: = } € May, [R]
2 —1-A To 0 Ty
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Sub formad scalari ecuatia matriceald se transformd in sistemul liniar
(2—-XN)z+ 2z, =0
214+ (—1—=XA)z=0
care trebuie rezolvat. Concret, pentru A = A; = 3 sisternul devine

{ —I1+ 2.’172 =0

; T1,Z2 € R
2,— 4z,=0
a cirui solutie este Sy, = {(2¢,1) |t € R}. Pentru A = A\, = —2 sistemul devine

{ AT+ 275 =0

; T, T9 €ER
2$1+ ) =0

a cdrui solutie este

Sy, = {(t,—2t) |t € R}

6’1 == -1—5 (2,1) € S,\]
6’2 = 715= (1, —2) € S,\2

care compun baza ortonormati E' = {e}, €5} a lui R% Matricea de trecere de la

Alegem vectorii proprii

baza canonici E a lui R? la baza E’ este

B 12 1
E Vs\1 —2

ale cirel coloane sunt formate din componentele vectorilor €/ si respectiv €),. Relatia
15 2

dintre coordonatele unui vector oarecare x € R? in raport cu cele doui baze este

I N _E’ :1:_]_ 2 1 .Ell
) E E B _VBl1 -2 2,

adica, mai concret,

Putem face i o verificare:
Q (z) = 223 +4z 12912 = 2-1 (20} + w’2)2+4-§ (22} + xb) (2} — 22h) —1 (=} — 2:1:’2)2 =
= 3(a})* ~ 2(z})°.
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6.2 Exercitii propuse
1. Aritati cd
fiR[X] xRy [X] - R
definitd prin f (p,q) = p(0)¢(0) — ' (0) ¢' (0), pentru orice p,q € Rz [X], este o

functionald biliniard. Determinati matricea lui f in raport cu baza canonicd a lui

R, [X].
2. Determinati matricea formei biliniare f € £, (R® R) definitd prin
f(z,y) = T1y1 — 2z1y2 + 42291 — Tay2 — 273y + T3y

pentru orice £ = (1,2, Z3) si ¥ = (y1, Y2, ¥3) din R3, in raport cu baza canonici
E a lui R3 gi in raport cu baza E' = (¢}, ¢€),€3), unde ¢; = (1,1,1),e5, = (1,1,0) si
ef = (1,0,0).

3. Determinati signatura functionalelor pitratice f : R2 — R cérora le corespund, in

baza canonicd, matricele:

)G (3

4. Determinati signatura functionalelor pitratice f : R® — R cirora le corespund, in

baza canonicd, matricele:

1 20 010 9 6 -5
3 701, 1001}, 6 6 -2
00 2 0 0O -5 —2 6

5. Reduceti la forma canonici functionalele patratice f: R® - R :

(a) f(x)=3x%+ 212+ 22 — 21,73, unde T = (z1, T, T3) € R?;
(b) f
(c) f
(d)
(e) f

"(z) = 202 + 523 + 2x5 — Az 19 — 22,23 + 42223, unde T = = (x4, 75, 73) € R3;
() = ~x? + 22 — 522 + 61,73 + 42273, unde T = (1, Ty, 73) € R3;
f(z) = 12 + 223 + 313 + 2zy73 + 47223, unde T = (x4, 2, 3) € R3;
f(z)=

= I1Ty + ToT3 + T3T), unde T = (T, T2, 3) € R3.
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6. Reduceti la forma canonici functionalele pitratice f : R* — R :

(a) f(z) = 22 + 322 — 312 — 4x,75 + 27173 — 22,74 — 62973 — 27374, unde =

(1:1 y X2, I3, "E4) € R41

(b) f(z) =z3+4z2+ 12+ 422 +41,79 + 22173 + 47174 + 4T2T3+ +8T274 + 47374,

unde = = (z;, 9, T3,T4) € R

7. Determinati numarul m € R astfel incit functionalele pitratice de mai jos si fie
pozitiv definite:

(a) f:R*— R definitd prin
f(z,y,2) =52 + y* + m2* + dzy — 222 — 22

pentru orice (z,y, z) € R?;

(b) f:R?®— R definiti prin
f(z,y,2) = % + 4y* + 2° + 2mzy + 1022 + 6y2

pentru orice (z,y, z) € R3.
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Ecuatii diferentiale de ordinul intai

7.1 Notiuni fundamentale si exemple

Ecuatiile diferentiale de ordinul intii se intAlnesc sub urmatoarele forme:

d d
HF\|z,vy, d_y> =0, unde F : D C R?® — R este o functie care depinde efectiv de JZ’ numit&
T

forma g;nerali,
2) d_y = f(z,y),unde f : E C R2? — R este o functie dati, numita forma normala, si
T
3) P(z,y)dz + Q (z,y)dy = 0, unde P,@ : E C R? — R sunt functi date, numita forma
Pfaff.

Prin solutie a unei ecuatii diferentiale de ordinul int4i se intelege o functie de forma y : I— R,
unde I C R este un interval, cu proprietatea:

dy(z

1) F (a:,y (), 3(/1( )> = 0, pentru orice T € I,
xr
dy (x

2) y( ) =f (:I:, Yy (.L‘)) , pentru orice T € I, respectiv
3) P(z,y(z))+ Q(z,y(x)) ¥ (z) = 0, pentru orice = € 1.

Observatii. 1) In ecuatiile diferentiale de mai sus, litera ¥ este numita functie necunoscuta, iar

cste numitd variabild independentd. Expresia d—y se inlocuiegte adesea prin y'. Intr-o ecuatie diferentiala,
r
functia necunoscuta gi variabila independentd pot fi desemnate prin orice simboluri, daci nu se creazi
confuzii. n cazuri concrete litera 3 este "eticheta” unei mirimi fizice sau de alta naturd cum ar fi: masa,
spatiu, viteza, acceleratia, intensitatea, tensiunea, concentratia, etc. Variabila independenta este adesea
timpul, desemnat prin £.
d
2) Din definitie rezulta ci solutia y : I C R — R este derivabilipe I si | z, y(z), —y(:r) € D,
dz
respectiv (:L‘, Y (JI)) € E, pentru orice £ € I. Daci J este un interval inclus in ] atunci restrictia lui

y la J este solutie pe J a ecuatiei respective.

88
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3) Solutia din definitie se indic#i uneori prin: ¥y = ¥ (:l:) , T € I. Pentru exprimarea unor proprietiti
in care intervin selutii, uneofi, prin abuz de limbaj, o solutie se desemneazi sub forma ”y (:r)” intelegdnd
cil este vorba de functia £ — ¥ (.’L’) si nu de valoarea acestei functii in punctul .

4) Determinarea solutiilor unei ecuatii diferentiale este un proces complex, numit rezolvarea (sau
integrarea) ecuatiei diferentiale respective. Multimea de definitie a unei solutii se determini, de reguli,

in procesul rezolvirii.

Exemplul 7.1 O solutie pentru ecuatia diferentiald de ordinul intéi

d
zy+—y—$3—2:c=0
dz

este y = 2, pentru orice z € R. Intr-adevir, inlocuind pe y cu z2 obtinem

d
z-z2+E$2—z3—2x=a:-:z2+2z—a:3——2:1:=0, Ve R

Curba integrala. Graficul unei solutii a unei ecuatii diferentiale se numeste curba integrali a
acelei ecuatii diferentiale.
Observatii. 1) Daci o curba ¥ C R?, definita parametric prin
r =alt)
Y-
y =p0(), telICR

unde a, 3 : I — R, este curbi integrali a unei ecuatii diferentiale, adica este graficul unei solutii,

atunci se spune ci sistemul

este reprezentarca parametrici a acelei solutii.

2) Daci 7y este o curbd definitd implicit sub forma

v:9(zx,y) =0,

unde g : B C R? — R este o functie de clasa C! in E si g; (:l:,y) # 0 pentru orice (1‘, y) e FE,
atunci, pentru orice punct My (.’Eo, yg) € 7y, existd un interval deschis Ip, care contine pe Tp, si o

functie unici ¢ : Iy — R cu proprietatile: ¢ (o) = yo, ¢(z,¢(z)) =0,

¢ (z) = =g (2,0 () /g, (z, B (),

pentru orice T € Ip. Graficul {(z, ¢ (z)) | = € Iy} al functiei ¢ este inclus in 7¥; de accea, in conditiile

de mai sus, curba <y va fi curbi integrald a ecuatiei diferentiale generale daca

F(z,6(2),4 (¢)) = F (¢<>—§E—$8—3) =0
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pentru orice My (.’L‘o, yo) €,siz € I. in particular, pentru T = Iy, egalitatea devine

glz (zO, yO) )
F (2o, y0, —227-2% ) =
( o Yo g; (x01y0)

pentru orice (Zo, Yo)cu proprietatea g (Zo, Yo) = 0.

3) Ecuatia diferentiali sub forma Pfaff se poate scrie sub forma normald

dy _ P(z,y)

dz ~  Q(z,y)’

daci functia () nu se anuleazi in E. Daci functia P nu se anuleazi in E, atunci ecuatia diferentiala se

dz Q(z,y)

poate scrie sub forma normala d—- = ——Fﬁ, in care Z este consideratd functie necunoscuta, iar Y
Y T,y

este variabila independenta.

7.1.1 Problema Cauchy

Principala problema pentru o ecuatie diferentiali este rezolvarea sau integrarea sa, adici determinarea
solutiilor sale. Problemele concrete care conduc la ecuatii diferentiale nu cer cunoagterea tuturor soluti-
ilor, ci doar a unor solutii care indeplinesc anumite conditii. O problem& practicd importanti si frecvent
intalnita este problema, numita problema Cauchy, care constd in determinarea unei curbe integrale a
unei ecuatii diferentiale de ordinul int4i care trece printr-un punct dat. Mai precis:

Problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiald de ordinul intii este problema care consti in deter-
minarea unei solutii ¥y = y (z), £ € I, a acelei ecuatii care verific conditia ¥ (o) = Yo, unde g € I

si Yo € R sunt numere date. Conditia y (Io) = Yo, se numeste conditie initiald sau conditie Cauchy.

7.1.2 Solutii

Solutia generald. Se numeste solutie generali a unei ecuatii diferentiale de ordinul int4i, pe mulimea
E C RQ, o familie .S de solutii ale acelei ecuatii diferengiale cu proprietatea ci pentru orice punct
(zo,yo) € E exista o singuri solutie ¢ € S astfel incat ¢ (To) = yo.

Observatie. Solutia generald se indici de obicei sub forma y = ¢ (:L‘, C) , £ € I, unde c este o

constanta arbitrara.

d
Exemplul 7.2 Pentru ecuatia diferentiala Zy_ —y+1z? -2z =0, functia
T

2
y=ce*+z°, z €R,
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unde ¢ € R este o constanti arbitrari, este solutie generali pe R2. Intr-adevir, inlocuind

in ecuatie obtinem

dy (z)
dz

—y(@)+2° -2z = ce®+2r— [+ %] +
+2° -2z = 0,Vz€R

pentru fiecare ¢ € R. Pe de altid parte, pentru orice (zo,%) € R?, punénd conditia
Yo = coe® + z3, deducem ¢y = (yo — z2) 7. Rezultd ci y = cpe® + 7%, = € R, este
solutia care verifici conditia Cauchy y (zo) = yo.

Solutie particulard. O solutie a unei ecuatii diferentiale, care apartine unei solutii generale a
acelei ecuatii diferentiale, se numegte solutie particulara.

Observatie. O solutie particularid se obtine din solutia generald pentru o valoare particulari a

parametrului.

Exemplul 7.3 In exemplu precedent, functia y = y(z,0) = z?, = € R, este o
solutie particulara, obtinuti din solutia generald mentionatd pentru ¢ = 0.

Solutie singulard. O solutie a unei ecuatii diferentiale care nu este soluie particulari se numeste
solutie singulara.

Integrala unei ecuatii diferentiale. O relatie de forma g (z,y) =0, mndeg: E C R? - R
este o functie datd, se numeste integrald a unei ecuatii diferentiale de ordinul intii dacd aceasti relatie
defineste implicit pe Y ca functie de &, pe o multime I C R, si aceasta functie este solutie pe I a acelei
ecuatii diferentiale. Integrala uneci ecuatii diferentiale se mai numeste si solutie definitd implicit.

Se numegte integrala generala a unei ecuatii diferentiale de ordinul intéi o relatie de forma g (:Z:, y) =

c,undeg: FE C R? — R este o functie dati, cu proprietatea ca pentru ficcare (:Eo, yo) € F relatia

g (.Z', y) =9 (IO’ yO)

defineste implicit pe ¥ ca functie de x, pe o vecinitate [g C R a lui zg, si aceastd functie este solutie

pe I a acelei ecuatii diferentiale.

Exemplul 7.4 Pentru ecuatia diferentiala v/ (3y2 + z) +y = 0, relatia zy + 3% = ¢,
unde ¢ € R este o constant3 arbitrars, este integrali generali. Intr-adevir, considerand
functia

a(y)=zy+y’—c, y€R,
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pentru un numér ¢ € R si un numir z € (0,00), avem tabloul de variatie

Y -00 +00
o (y) = z + 3y? + + + + :
a (y) - S )/ Foo

din care rezultid ci existi un singur numir y(z,c¢) € R astfel incat a (y(z,c)) = 0.
Asadar, ecuatia Ty + y° = c defineste implicit functia z — y (z,¢), = € (0, 00) . Derivind
identitatea

zy(z,¢) +4’ (z,¢) = ¢, z € (0,00)

obtinem
y(z,¢) + zy' (z,¢) + 39% (z,¢) ¥ (z,¢) = 0
din care rczulta

y(z,c)

_— 0
et g (me) © €00

!
Yy (:L‘a C) = -
Inlocuind in ecuatia diferentiald considerati obtinem

y(z,¢)

y (z,c) [3;1/2 (z,¢) + ] +y(z,¢) = T 32 (2.0

[3y° (z,¢) + 2] + y (x,¢) =0,

pentru orice & € (0,00), ceea ce trebuia demonstrat. Pe de altd parte, pentru orice
Iy € (0,0¢) si yo din R, luand ¢y = moyo + y3, rezultd ca solutia y = y (z,cq) verificd

conditia initiald y (g, ca) = Yo.

7.1.3 Tipuri elementare de ecuatii

C e . d
Ecuatia diferentiala d—/ = f(z). Fie f : I C R — R o functie continui definiti pe un interval
I

E. Ecuatia diferentiala

dy

= (x)
este cel mai simplu model de ecuatie diferentiala. Solutia sa, care verificd conditia initiala y (:EO) = Yo,
este

v =w+ [ )z () aer

Daci F este o primitiva alui f, atunci y (’L’) = yo+F (:L')—F (’Co) , (V) z € I. Notand yo— F (:1:0)

cu ¢, rezultd ci forma solutiei generale este y = F' (T) + ¢; £ € I, c fiind o constanta oarecare.
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Exemplul 7.5 Ecuatia diferentiald ¢ = z + sinz are solutia generald
1,

=/(:r+sina:)dx=—2-:c —cosz+c; T €R,

unde ¢ € R este o constanta arbitrara.

Ecuatii diferentiale exacte. Ecuatiile diferentiale exacte sunt ecuatiile de forma
P(z,y)dz +Q(z,y)dy =0,

unde Pb :E CR? - R sunt functii continue care nu se anuleazi in acelagi punct din F, iar
ay i oz existd, sunt continue si egale pe F/. Noi vom presupune ci E este un interval bidimensional
deschis de forma E = (a,b) X (¢, d), si ci functia () nu se anuleazi in E. In aceasta ipotezi ecuatia
considerat se poate scrie sub forma y' = —P (z,y) /Q (z,y) . Se arati ci existi o functie u (z,y) ,
definitd in F, astfel incat

du(z,y) = P (z,y)dz + Q (z,y) dy

Solutia generali se exprima implicit sub forma u (Z,y) = ¢, iar u poate fi dati prin

u(z,y) = /xP(I,y)dxwL/yQ(zo,y)dy,

0
unde Zg si Yo sunt numere reale arbitrare astfel incat (.7:0, yo) € E. Solutia care verifica conditia initiald

y (Zo) = Yo corespunde lui ¢ = 0.

Exemplul 7.6 Determinati integrala generald a ecuatici diferentialce

()

Rezolvare: Avem P (z,y) = 7 + VY, Q(z,y) = 2\/_ iar domeniul de definitie al

functiilor P si Q este E = (0,00) x (0,00) . Avem P, (z,y) = %, Q. (z,y) = 2—%,
Y

deci P, = @7, adicd ecuatia considerata este exactd. Integrala ei generald este

/m:(\/ii+\/§)d:c+/ 2\/_dy—c

unde zp $1 Yo sunt numere pozitive arbitrare. Efectudnd calculele obtinem

2V + 2 /y — (24/To + To\/Yo) = ¢
Daca notdm 2,/To+Zo,/Yo+c = C, rezulta integrala generald sub forma 2\/5+$\/_17 =C,

unde C este o constantd pozitivd oarecare. Observdm cé, in acest caz, putem explicita

(C -2y’

pe y sub forma y = , € € (0,00).
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Exemplul 7.7 Ecuatia diferentiald zdz+ydy = 0 are integrala generals z2+y? = C.

1
Intr-adevir, u = 3 (z2 + y? — C) are diferentiala du = 3 (2zdz + 2ydy) = zdz + ydy.
Pentru C = 2+ y¢ se obtine integrala care defineste solutia ce trece prin punctul (zo, %o) -

Exemplul 7.8 Determinati integrala generali a ecuatiei diferentiale (z* + y) dr +
(z —y)dy =0.
Integrala generald este
z v
/ (z3+y)da:+/ (zo — y)dy = c,
To Yo

unde (T, yo) este un punct arbitrar in R?. Deducem

4 4 2 2

T _Toy + g %,
e — yYTo + Toy — ToYo — —— + = =¢,
4 A YT — Yo oY 0Yo 5 9
T Y z! y 3
Notind C = ¢ + v + YoTo — 5 deducem T +yz — 5 = C, unde C este o constanta

oareccare.

Metoda factorului integrant. Considerdam ecuatia diferentiald de ordinul intai sub forma Pfaff
P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0,

unde ,Q : E C R? - R. Presupunem ci E = (a b) x (C d) , este un interval bidimensional.

P
aa—y si (';—Ci sunt functii continue pe E si (9_ 83(1? Fie

p: E — R o functie de clasi C! pe E, care nu se anuleazi in F. fnmultind cu [t ecuatia data,

Deascmenea, presupunem ci P, Q,

obtinem ecuatia echivalentd

p(z,y) Plz,y)dz + p(z,y) Q (z,y)dy =0

Cautdm functia p astfel incit ecuatia obtinuta s fie exactd, adic3 astfel incat

7 IuP] = 5= (@)

Functia f2 cu aceasta proprietate se numegte factor integrant pentru ecuatia data Conditia impusa lui

U se scrie detaliat sub forma

O oP 6Q
3yP+'u8y Q+

Daci p verificd aceastd conditie atunci integrala generald a ecuatiei date este

/U@MP@wMnymwmmw@=c

0 Yo
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in general determinarea functiei 14 este la fel de dificila ca gi rezolvarea ecuatiei diferentiale considerate,
dar se pot identifica unele cazuri particulare in care se pot determina factori integranti.
Cazul I. Factor integrant care depinde numai de z. Presupunem ci exista un factor integrant

care depinde numai de I, adicd de forma g = u (1:) . Conditia indeplinitd de pi se scrie, inlocuind
op ou

oy~ %8s

= ', sub forma

’ PI_Q;

Deoarece ad depinde numai de I rezulti ci egalitatea este posibild numai dacd expresia ¥ 0

depinde numai de . In acest caz rezulta

a:PI_ !
p(z) = exp (/ ”TQxdw)

Integrala generala este in acest caz
T Yy
[ @P@ vt [ (o) @@y dy=c
o Yo

Cazul II. Factor integrant care depinde numai de y. Presupunem ci existi un factor integrant

care depinde numai de ¥, adicid de forma o = u (y) . Conditia indeplinitd de 4 se scrie, inlocuind

Ou ou
=0 — = sub forma
z Jy =
Il., QI Pl
7 P
v Q:—F
Deoarece — depinde numai de ¥ rezultd ca egalitatea este posibild numai dacd expresia —————

P

depinde numai de y. In acest caz rezulta

o ([ %)

Integrala generala este in acest caz

/zu(y)P(I,y)dIJr/y#(y)Q(zo,y)dy=c

(1] Yo

Exemplul 7.9 Determinati solutia ecuatiei diferentiale

2
—ydzx + ($+?)dy=0

care verificd conditia initiald y (1) = 2.
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2
Rezolvare: Considerdm functiile P = —y i Q =z + %, definite pe (0, 00) x (0, 00) .
Deoarece

. 2z
Py=—1si Q;=1+;5,
. < OP 0Q . . o o 9 g y :
rezultd cd ™ # 3 deci ecuatia diferentiald nu este exactd. Cercetdm dacd ecuatia
T

admite factor integrant care si depindi numai de o variabild. Avem

2z T
7

zz t\  z
¢ T+ — $(1+—2)
y Y

din care deducem c3 ecuatia admite un factor integrant care depinde numai de z, s1

(2 1
/Lzexp(/ (——)dﬂ:)-——exp(—21n:1:+2lnl)=—2
1 z T

4 . . 1 . . .
Inmulind ecuatia cu 4 = — obtinem ecuatia diferentiald exactad
T

Y 1 1
—;dm—i—(;—}-y—z)dyzo

£ 1
/ —%dz+/w<1+?)dy=0
1 2

1 1 1 3
Efectuind calculele obtinem J_ y+y—2——-+ 5= 0, adica y_-_ >
z T Y
Ecuatia diferentiald cu variabile separabile. Forma Pfaff a ecuatiilor diferentiale cu variabile

a carel integrala este

separabile este
f(z)g(y)dz + h(z)k(y)dy =0

unde f,h : E C R—Rsi g,k : F C R — R sunt functii continue, E/ si F' sunt intervale, g

nu se anuleazi in F, iar A nu se anuleazi in E. In aceste conditii ecuatia admite factorul integrant

1 .
= —————. Inmultind cu p ecuatia datd, obtinem ecuatia echivalenti
9(y) h(z)
f (=) k(y)
dr + ——dy=10
h(z) 9(y)

Se spune, in acest caz, ci am separat variabilele in ecuatia dati. Am obtinut o ecuatie diferentiald

exactd. Solutia sa generali este

1@y, R, .
zoh(fﬂ)d +/yog(y)dy
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unde To € E si yo € F sunt numere arbitrare.
Daci g (y0) = 0, atunci ¥y = yo, pentru orice £ € E, este solutie singulari. Daci h (7o) = 0,

atunci £ = T, pentru orice §y € F) este solutie singulara.

Exemplul 7.10 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale
zy/1+y%dz + yvV1+z2dy =0

Rezolvare: Separand variabilele obtinem

T drt+ —L—dy=0,
V14 z? V1+ 92

care este o ecuatie diferentiald exactd. Solutia generald a acestel ecuatil este

/I_””_dﬂ/”Ldy—c
Jeo V1+ 22 w1ty

unde zg si Yo sunt numere arbitrare. Facand calculele obtinem V1 + 22 + /1 + 42 = C,

mde C=c este numdir oarecare mai mare s }
unde C=c + 1+$g+ 1+§ te un ar car 1 mare sau egal cu 2

Exemplul 7.11 Rezolvati ccuatia

dy
— =2/
dx v
Membrul drept al ecuatiei este definit g1 continuu pentru orice € R i se anuleaza
iny = 0. Functia y (z) = 0, ¢ € R, cste o solutie a ecuatici diferentiale. Pe de alta parte,

ccuatia s¢ poate prezenta sub forma a doua ecuatin:

Z—Z = 2\/y, pentruy >0
% = 2y, pentruy <0
Din prima ecuatie, avem
dy

" =dr = =z4+C (z > -C

Deci, y = (z + C’)Q, T > —C, este solutie gencrald in domeniul -00 < & < 00,0 < y < o0.

Analog, din a doua ecuatie, avem

dy 2

——=dr=—vV/-y=z+C (< -C),y=(z+C)", z > -C

Ne vy (£<—=C),y=(z+0)
Deci,y=—(x+C)2, z < —C, este solutie generald in domeniul -00 < < 00, —00 <

y < 0. Solutia y = 0 este o solutie singulard deoarece ea nu apartine solutiei generale.
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Exemplul 7.12 Integrati ecuatia diferentials
zy/1 —y2dz + yV1 —z2dy = 0,

unde z € [-1,1], y € [-1,1].
Separind variabilele, obtinem

L Y

V1 —z? 1—y2

De aict rezulta ca

Vi—z2441—-y2=C, C >0,

este integrala generald. Solutiile

y = 1,(-l<z<l); y=-1,(-1<z<1);

z = 1(-l<y<l);z=-1(-1<y<1l)

sunt singulare.

Exemplul 7.13 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale
d:
Efzk@—aﬂx—w,

k, a 1 b filn constante date.

Rezolvare: Ecuatia este cu variabile separabile. Cand a # b, separind variabilele,

obtinem
dx 1 1
= kdt — dr =k(a—0b)dt
(x —a)(z —b) ’[m—a m—b] * (o —b)
Integrind, ob{inem
In x———z =k(a—0b)t+Inlc|,

T —

—a

Deducem = CeFla-bt de unde

bCekla—bt _ o
T Cerlabtr 1
Tog —

T

s . . a .
Dacd punem conditia z ({g) = o, atunci obtinem = CeXe-bt din care deducem

Io —

To—a .
C= O—be"k(“"b)t". Solutia ciutata este
Io—

b(zg — a) eFa~8(t) — g (34— b)
" (zo — a) ekla-d)(-to) — (g7 — b)
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Ecuatia diferentiald de tip omogen. Prin ecuatie diferentiald de tip omogen se intelege o

z=1()

unde f : E C R — R este o functie continua dati. Pentru rezolvarea acestei ecuatii diferentiale se

ecuatie diferentiald de forma

face schimbarea de functie © = y, x # 0, si se ajunge la o ecuatie cu variabile separabile.
I

d 2
Exemplul 7.14 Determinati solutia ecuatiei diferentiale d—z = %5 + E, care verificd
T

conditia initiald y (o) = Yo, unde zo 7 0 i yo sunt numere arbitrare.

Rezolvare: Ecuatia fiind de tip omogen, facem schimbarea de functie y = uz. Avem

dy + mdu
—_— =1y _
dz dz
R ) d d d . .
Inlocuind in ecuatie, obtinem u + zd—u = u? 4+ u. Deducem ci —% _ 0, si deci
T u T
/“ du Tdz
2 ] =€
w U w T
1 1 .. Iop .
Rezultai —— + — —Inz + Inzg = ¢, adicA — — — 4+ Inz — Inzg = —¢, din care deducem
U U ¥y %Yo
x

y(z) =
—c—ln.’l:—i—ln:ro—}-E
Yo

: z
Din calculele facute rezultd cd numarul yo nu poate fi egal cu 0. Notand -c+In o + =2
Yo

T . . . o o L
, adicd am obtinut solutia generald. Se verificd imediat ci

C—-—Inzx

functia nuld y = 0, = € I, unde I este un interval arbitrar care nu contine pe 0, este

cu C, rezultd y (z) =

solutie a ecuatiei considerate. Aceastd solutic, care verificd evident conditia y (zo) = 0,

este solutie singulard a ecuafiel considerate.

T

d
Exemplul 7.15 Rezolvati ecuatia diferentiala d—y = \/Q .
z
Observam ci curbele integrale pot fi situate numai in cadranul I sau numai in cadranul

ITI. Facind schimbarea de functie y = zz, obtinem:

d d
Z/.'ITZZ:\/E,\/E—:Z—F?I::O

Integrind, obtinem
2In|vz— 1| +In|z| = In|Cy|,
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sau

vz =1 Viel = VIGH], (V2 -1) Vsl = ¢, (0 =viGil)
Intorcindu-ne la functia y, obtinem <\/g — 1) V|z| = C, de unde
\/ﬂ—\/i = C, pentruz >0, y >0,
vV-y—+v—z = C, pentruz <0, y<0

Ecuatia z — \/z = 0 are solutiile z = 0 si z = 1. Lor le corespund solutiile y = 0,
z # 0 (solutie singulard), si y = z, T # 0 (solutie particulari).

Exemplul 7.16 Ecuatiile diferentiale de forma
M (z,y) dz + N (z,y) dy = 0,

unde functiile M si N sunt omogene de acelasi ordin (m), sunt ecuatii de tip omogen.

Facind substitutia y = 2z, ob{inem:
M (z,zz)dz + N (z, zz) (zdz + zdz) = 0,
sau ™M (1,2) + 2N (1, z) (zdz + 2dz) = 0, sau
(M(1,z)+ zN (1,2))dz + =N (1,2)dz = 0,

care este o ecuatie cu variabilele separabile.

Exemplul 7.17 Ecuatiile diferentiale de forma
M (z,y)dz + N (z,y) dy = 0,
unde functnle M s1 N verifica conditiile
M (t:r,tky) = t"™M(z,y),
N (ta:,tky) = t™FIN (z,y),

pentru k si m fixaty, iar ¢ arbitrar, se numesc ecuatii generalizate de tip omogen. Ele se
reduc la ecuatii cu variabilele separabile prin substitutia y = zz*. Intr-adevir, ecuatia

devine
M (z,zz*) dz + N (z, 23*) (z*dz + 2kz*"'dz) = 0,
sau z™M (1,z) dz + 2™ ¥z 1N (1, 2) (zdz + zkdz) = 0, sau
(M (1,2) + k2N (1,2))dz +zN (1,2) dz = 0,

care este o ecuatie cu variabilele separabile. Pentru k = 1 ecuatia este de tip omogen.
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Exemplul 7.18 Rezolvati ecuatia diferentiald (6 — z2y?) dz + x2dy = 0.
Notind M (z,y) = 6 — z%y? si N (z,y) = 72, avem

M (tz, t"y) = 6— 22yt ="M (z,y), pentruk = —1

N (tz,t*y) = 2> =t""*"'N(z,y), pentruk=—1

Facind substitutia y = zz™!

, ob{inem ecuatia cu variabilele separabile

(6—22—z)d:c+zdz=0

Separind variabilele si integrind, obtinem

dz dz z—2 z+3
—_———— = In|z] —In =|C|, z° =C
r 22+4+2—6 0, 5lnlz] z+3| 1, @ z—2 ’
5
2
din care deducem 2z = 3%t—5g Revenind la y, obtinem solutia generala
-z
3z° +2C
Yy=——r
Y z (C — z°)

Exemplul 7.19 Aratati ci ecuatiile diferentiale de forma

dy . faz+by+a
dz A + bzy + ¢o ’

unde f : D C R — R, a;,b;,¢1,as,b3,¢c2 € R, se reduc la ecuatii de tip omogen sau cu
variabilele separabile.

a) Dacd numerele ¢; si ¢; sunt nule, avem

dy ar+b a, + b, ¥ 1
Yoo (2T (2T =¢,(1),
dx asx + by az + by? T

adica ecuatia este de tip omogen. Presupunem ci numerele ¢; §i ¢ nu sunt simultan nule.

b) Daci L. b—l, atunci facind schimbarea de functie asx + by = z, ecuatia
ag 2
devine:
a
— = bo—2 = =2 ad
™ as + 2 as +bof o ici
ay +ec
dz T
= a+ b2f = ’

E Z+ Co
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care este o ecuatie cu variabile separabile.
c) Daci 4 b—l, atunci sisternul format din ecuatiile a1z + by +¢; = 0 s1
a2 2
asx + bay + c2 = 0 are o solutie unicé (a, () . Ficind schimbarea de variabile z = X + a,
y =Y + [, ecuatia devine:
dy__dY_f a1X+b1Y
dz  dX " \axX+bY)’
care este de tip omogen (vezi cazul a).
Ecuatia diferentiald liniara. Ecuatia diferentiali liniard de ordinul int4i are forma
dy

E+p(z)y=4(m)

unde p,q : E C R — R sunt functii continue date. Considerdim ci E este un interval de forma

(a,d) . Forma Pfaff a acestei ecuatii este

(p(z)y—q(z))dz+dy=0
/
Rezultd imediat cd aceasti ecuatie nu este exacta, dar admite factorul integrant 12 dat prin — = p (:E) .
H
Obtinem p (z) = exp ( f; p(x) d:I:) . Inmultind cu g forma Pfaff a ecuatiei considerate, obtinem
ecuatia exactd

p(z)p(r)y—q(z)dr+p(z)dy =0

Integrala generali a ecuatiei considerate va fi

y= ﬁx) [yo+ /Iu(x)Q(l‘)dI]

J T

Aceastd solutie verificd conditia initiald ¥ (:120) = 9yYp. De obicei solutia generald este reprezentatd sub

= = (f;(x)dx) [”/"(‘”)exp (/”(:”)dx) dz] ’

unde C este o constanta arbitrara, iar integralele nedefinite care intervin sunt primitive fixate ale functiilor

forma

respective.

Exemplul 7.20 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale

1
y+-y=21’
Z

Rezolvare: Ecuatia diferentiald considerati este liniard. Fatd de modelul general avem

1 .. o . . .
p(z) = = si q(z) = 12, Aceste functii sunt definite si continue pentru orice z # 0. Vom
T

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 103

determina solutia generald pe E = (0, 00) . Conform metodei de rezolvare expuse mai sus,

solutia generald este

= Ly 34

3
. z o . <
adicd y = — + —, unde c este o constantd arbitrara.
x

4

2
Exemplul 7.21 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale y' — —y = z.
z

Stim c&, scrisd sub forma Pfaff

2
(—;y—x) dz +dy =0,

ecuatia admite un factor integrant p (z) (care depinde numai de ). Avem

4 (2) (—gy_m) 4+ pu () dy = 0

Conditia ca aceasta ecuatie si fie exactd este

2@ (~2v-+)] = 2w,

2 1
sau p () (—;) = 1’ (z) . Deducem o solutie particulard: pu = =2 Ecuatia devine

2 1 1

Integrind, obtinem succesiv:

‘T 2 1 |
/ (——ay——) dx+/ —dy =0,
o \ T z vo To

adica % - % —1n|.17|—+-1n|zo|+£2 _y_g = 0, adica % —In|z| = C, sau
z?  z§ 5 T} T

y=2°(C +In|z|)

Solutia este definitd in orice interval care nu contine pe 0. Putem s3 scriem solutia generali

direct, folosind formula cunoscuti:

ot o [ ([ 202) o -

= [c+/%dm] = 1% [c + In |z]
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Exemplul 7.22 Determinati solutia generald a ecuatiei zy’ + 2z%y = 1.
Se observa ugor ci solutiile nu sunt definite in £ = 0. Din acest motiv putem scrie

ecuatia sub forma
, 1
Yy +2zy = —
T
Acum observiam ci este o ecuatie liniara. Scriind-o sub forma Pfaff,

1
<2$y— —) dr + dy = 0,
x

putem si determindm un factor integrant u (z) . Ecuatia devine

T

1
() (Qrm — —) dz+ p(z)dy =0
Pentru a fi o ecuatie exacta trebuie ca
0 1 3}
” [u ) (200~ —)} -2 e,
adica 2zp (z) = g/ (z), din care deducem [In (u (z))]) = [z?]’, deci
p(x) = exp (z?)

1
Ecuatia datd se transformi in ccuatia exactd p(z) (2zy - —) dx + p(z)dy = 0. Inte-
x

grind, obtinem succesiv

€T 1 Y
/ () (me — —) dr + / (o) dy = 0,
v o z Yo

deal yp (_/L.) — ypu (ico) _ /I L (.’E)

—dx + yp (xo) — Yop (o) = 0. Rezulta solutia

To

r

1 plz)
y—-m yo#($o)+/ - dr |,

care verificd conditia initiald y (zo) = yo. Expresia solutiel gencrale cste

. /t(lﬂ?) {CJF/M—;I—)M] ’

unde C cste o constanta arbitrara, iar / de este o primitiva a lui M

xo

xr €T
Ecuatia diferentiald a lui Bernoulli. Ecuatiile diferentiale de tip Bernoulii au forma generala

m

¥ +p()y=q(2)y
unde p,q : E — R sunt functii continue definite pe un interval E, iar n este un numair real diferit

de 0 i de 1. Cand ™ este 0 sau 1, ecuatia este liniard sau cu variabile separabile. Aceasta ecuatie

diferentiald se transforma intr-o ecuatie liniara prin schimbarea de functie 2z = yl_m.
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1
Exemplul 7.23 Determinati solutia generali a ecuatiei ¥’ + —y = 72y
T
Rezolvare: Ecuatia este de tip Bernoulli, cu m = 2. Vom reduce ecuatia aceasta la
o ecuatie liniars ficind schimbarea de functie z = y~1. Derivind, ob{inem 2’ = —y~2y'.
1

fnmultind ecuatia dati cu —y~2 obtinem —y %y — —a—cy_l = —z2. Ficand inlocuirile,
. 1 -
ob{inem 2’ — =z = —z2. De aici deducem ci
T

b )[c+ [~ ([ ~Lis) ] -

exp (f —;dz

= afe- for Lae] mafe-T] 225,

unde c este o constanti. Deoarece z = y~! rezultid ci y = 27!, deci solutia generali a

ecuatiel date este

2

y:x(Qc—xz)

Exemplul 7.24 Ecuatia diferentiald a lui Darboux
M (z,y)dz + N (z,y) dy + P (z,y) (zdy — ydz) = 0,

unde M si N sunt functii omogene de gradul m, iar P este functie omogeni de gradul [,
se poate reduce la o ecuatie Bernoulli ficind substitutia y = 2z, unde z este noua functie

necunoscutd. Obtinem
M (z,2z)dz + N (z, 2z) (zdz + 2dz) + P (, 27) 2°d2 = 0,

sau
™M (1,z)dz + 2™N (1, 2) (zdz + 2dz) + 2*P(1,2) dz = 0,
sau

[M(1,z) + zN (1,2)]dz + [zN (1,2) + 2> ™P(1,2)] dz =0

In aceastd ecuatie considerdm ci z este functia necunoscutd, iar z este variabila inde-
pendentd. Dacid M (1,a) + aN (1,a) = 0, atunci functia constanti z = a, deci y = az,
este o solutie singulard a ecuatiei diferentiale. In punctele unde M (1,z) + zN (1,2) nu
se anuleazd, fmpartind cu M (1,z) + 2N (1, z), ajungem la ecuatia diferentiald de tip

Bernoulli
dz N(1,z) T2 mP(1, 2)

_ +2-m

dz " MQ@,2)+zN(L,2)  M(Lz2)+zNQ,2)"

Integrind aceastd ecuatie gi intorcindu-ne la variabila y, gisim integrala generala.
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Exemplul 7.25 Integrati ecuatia diferentiala
xdr + ydy + z° (zdy — ydz) =0

Ficind substitutia y = zz, obtinem: zdz + 2z (zdz + 2dz) + z*dz = 0. De aici deducem

dz+ z 1 3
—_— = — ,
dz 1422 1+ 22

care este o ecuatie de tip Bernoulli. Integrind aceasta ecuatie, obtinem:

1

;§=C(I+z2)+(1+z2)arctanz+z

Revenind la y, obtinem integrala generals: C (z2 + %) + (z? + y?) arctan L zy—1=0.
T
Ecuatia diferentiald a lul Riccati. Ecuatia diferentiala

v =p@y*+q(@@)y+r(z),

unde p,q,7 : I C R — R sunt functii continue, se numegte ecuatia diferentiald a lui Riccati. S-a
constatat cd aceasti ecuatie nu este rezolvabili in toate cazurile prin metode elementare. Se aratd ugor ci
daci se cunoagte o solutie particulara a ecuatiei, ¥ = (.’1:) , atunci rezolvarea ei se reduce la rezolvarea

unei ecuatii diferentiale Bernoulli. prin schimbarea de functie z = y — ¥ (:E) .

Exemplul 7.26 Determainati solutia generald a ecuatiei diferentiale

-1
y'+21y2—y—$ — =0
z

Rezolvare: Constatim ci ecuatia datd este de tip Riccati. Intr-adevir ecuatia are

forina
z—1

Y =-2ry° +y+ =

C e .. . —1 " .
Coeficientii ecuatiei sunt: p(z) = —2z, q(z) = 1sir(z) = $—2—, definiti pe un interval
T
. . 1
I care nu contine pe 0. Vom considera I = (0,00). Observim cd y = y; (z) = —, z € I,
T
este solutie a ecuatiei date. Pentru a determina solutia generald a ecuatiei date, facem

. X 1 2 . .
schimbarea de functie 2 =y —y; (z) = y — —. Rezultd ¢ = 2’ — —. Inlocuind in ecuatie
z z

ob{inem

.1 17? 1] z-1
2 —-——=="2xiz+—| +|z+-|+—
I T r r

Ficand calculele, obtinem 2’ = —2z22 — 3z. Aceastd ecuatie Bernoulli se reduce la o

ecuatie liniard prin schimbarea de functie v = z~'. Inmultind cu z~2, ecuatia devine
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2722 =-2r—-3-27'. Avem ' = —272. 2. Inlocuind, obtinem —u' = —2z — 3u, adici

u’ — 3u = 2z. Solutia generali a acestel ecuatii liniare este

u = mfl—_ﬁx—](w/zx-exp[/—:sdm]dz):
— oxp(32)- (c— 2 3o+ 1)exp (-3:;)) -
- c-exp(3:c)——§—(3a:+1),

unde ¢ este o constanta oarecare. Rezulta
1
2
c-exp(3z) — §(3z+ 1)

Z =

Solutia generald a ecuatiei date este

1 1 1
y:z+—= + —

2
c-exp(3:z:)—§(3x+1) x

Ecuatia diferentiald a lui Lagrange. Ecuatia diferentiala y = zf (y') + ¢ (v'), unde
f,g: ECR—-R,f (.’L’) # 1, sunt functii de clasa Cl, se numeste ecuatia lui Lagrange. Rezolvarea

ei se face astfel: 1) Inlocuind ¥’ = p, obtinem

y=zf(p)+g(p)

2) Diferentiind, obtinem
dy = f(p)dz +zf' (p)dp+ ¢’ (p) dp

3) Inlocuind dy = y/dx = pdx si ordonind, obtinem

(f(p) —p)dz+[zf' (p) + ¢’ (p)]dp=0

Se verifica imediat c3 aceasta ecuatie diferentiald este liniard in necunoscuta I i variabila independenta
P- Rezolvind-o, obtinem solutia sub forma £ = ¢ (p,¢) . Din relatia y = zf (p) + g (p) , rezults

y=¢ (p, o f (p) +g (p) . Solutia generala este exprimat3 parametric prin

{z: % (p.c)
v= @IS )+

unde P este parametru, iar € este constantd arbitrari.
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Ecuatia diferentiali a lui Clairaut. Ecuatia diferentiala a lui Clairaut este ecuatia lui Lagrange

in cazul f (p) = p, pentru orice p € F. Deci forma ecuatiei lui Clairaut este

y=zy +g(y)
Aplicind acelasi procedeu ca la ecuatia lui Lagrange, obtinem succesiv:

y=zp+g(p), dy=pdz +zdp+g'(p)dp, (z+4 (p))dp=0

Dacid dp = (), obtinem p = ¢, unde C este o constanti arbitrari. Deci Yy’ = c, iar solutia generali este

y=zc+g(c)
Daciz+ ¢ (p) =0,avemz = —g' (p)siy=—¢' (p)p+yg (p) , adici se obtine solugia exprimata
parametric prin

{ z= —g'(p)
y= —g@pr+g(p

care este o solutie singulara.

Exemplul 7.27 Determinati solutia generald a ecuatiei y = 2zy’ + 2.

Rezolvare: Ecuatia considerat3 este de tip Lagrange. Punem ¢’ = p si obtinem
_ 2
y=2zp+p
Diferentiind obt{inem pdz = 2pdzx + 2xdp + 2pdp, deci

d 2
pdz + (2x + 2p) dp = 0, sau Z =2
dp p

2
Solutia generald a acestei ecuatil este z = é — gp, p € I C R, unde I este un interval

care nmu contine pe 0, iar c este o constantd reali arbitrari. Din relatia y = 2zp + p?,

deducern reprezentarea parametricd a solutiel generale a ecuatiel date:

c 2
r=—— =

2 3

gc 1 ,PEIa
y—;—gp

unde ¢ este o constanta reald arbitrara.
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C . 1
Exemplul 7.28 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale y = zy’ + —.
Rezolvare: Ecuatia considerati este de tip Clairaut. Punem ¢y’ = p si obtinem y =

1 . . . : .
zp + —, pentru orice € R si p € I C R, I fiind un interval care nu contine pe 0. Vom
p

1
considera I = (0, 0c0) . Diferentiind, obtinem pdz = pdz + zdp — Edp, sau, ordonand,

-3)e-

O posibilitate este z = —, din care deducem reprezentarea parametricd a solutiei
p

singulare:
1
I = —2
5 .pel
y=-
p

In acest caz putem obtine forma explicitd a solutiei singulare, eliminand parametrul p :

y =2z, = € (0,00)

Altd posibilitate cste dp = 0, din care deducem p = ¢, unde ¢ este o constantd
arbitrard. Solutia generald a ecuatiei considerate cste y = zc + o unde ¢ € (0,00) este
o constantd arbitrara. ,

Ecuatii algebrice in 3. Considerim un domeniu E din R? i functiile continue a; : E — R,
0<z<n.

Notam
n

P(z,y,t) = Z ax (z,y)t* "

k=0
Ecuatia I’ (:v, Yy, y') = () se numeste ecuatie diferentiala de ordinul intai, de gradul n in raport cu
y'. Pentru a gasi solutii ale acestei ecuatii procedim astfel: determiniam mai intai radacinile ccuatici
algcbrice

P(z,y,t)=0;t € C,

in care am inlocuit formal pe y' cu t, si apoi rezolvam fiecare ecuatic diferentiala y' =t (z.y), t (z,y)

b

fiind o rddicind a ccuatiei mentionate.

Exemplul 7.29 Rezolvati ecuatia diferentiali y? — 2xy’ + 22 — y®> = 0.
Inlocuind 3’ = t, obtinem 2 — 2zt + 22 — y? = 0. Rezolvind, obtinem t, = = + y si

to =z — y. Revenind la substitutie, avem:

f=1z 4y,
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cu solutia generald y =ce®* —xz — 1, s1
/
y=xr—Yy

cu solutia generald y = ce™® +  — 1. Cele doud solutii generale se pot reprezenta sub

forma

[(y+I+1)e_“’—c] [(y—z+1)e*—c]=0

7.1.4 Ecuatia lui Pearson
Ecuatia diferentiald cu variabile separabile

dy __ (z—-9y
dz  co+ iz + caz?’

unde cg, €1, ¢y si ¢ sunt constante, a fost consideratd de K. Pearson in Statistica Matem-
aticd pentru a genera diferite functii de frecventa. Este evident cd nu orice solutie a
ecuatiei diferentiale este functie de frecventa, deoarece functiile de frecventa sunt pozi-
tive si marginesc impreund cu axa Oz o arie egald cu 1. De aceea ludm solutiile numai pe
intervalele pe care acestea sunt pozitive, 1ar pe intervalele in care sunt negative completam

cu valoarea 0.

1) Pentru ¢; = ¢ = 0, ¢og = —0? si ¢ = m ecuatia devine
dy (z—m)y
dr = —o2

Separind variabilele si integrind, obinem

dy T — (= - m)’
Y T Iy = ™
Y g2 o5 Y= 202

+1InC,

adica
2

z—m

y = Ce 20
Punind conditia

0 z--m)2
/ Ce 22 dr=1,

rezultd C = \/— , deci se obtine functia de frecventa

a distributiei normale N (m, o).
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2) Curbele lui Pearson de tipul 1 se obtin cand trinomul cg + ¢,z + c3z? are riadécinile

A1 §i \; reale si diferite. In acest caz solutia ecuatiei diferentiale are forma
y=a(z—2)" (e —2)™, M <z <)X
Cand A\ = —) gi A, = ), forma solutiei este
y=a(M-zd)", -A<z <A

st corespunde curbelor lui Pearson de tipul 2.

3) Cand ¢, = 0, solutia are forma

=T > &
5]

y=oa(co+cz)"e

bl

§1 conduce la curbele lui Pearson de tipul 3. Pentru cp =0,¢; =1, m=3 —1sia=

obtinem functia de frecventa

N =

n__ _Z
y=az? le"2, >0

Distributia cu aceastd functie de frecventi se numeste distributia x? a lui Helmert-
Pearson.

4) Cand trinomul ¢y + ¢;7 + coz? are riadicinile complexe, atunci solutia ecuatiei
diferentiale are forma

n arctg —SL1222

y=a(co+clx+62x2)me V4‘°c2"°¥, r€eR

st conduce la curbele lui Pearson de tipul 4.
5) Cand trinomul ¢y + ¢1z + cz? are ridicina dubli A; = A, = A, atunci solutia

ecuatiei diferentiale are forma
y=a(x—A)"e T

st conduce la curbele lui Pearson de tipul 5. v

7.1.5 Existenta si unicitatea solutiilor

Fie Tg si Yo doud numere reale oarecare, @ si b doui numere reale pozitive,
I:[iEo—a,l'o"r‘a]a J= [yO_b,yO'*'b]) A=1x Ja

iar f : A — R, o functie dati.
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Teorema 7.1.1 Dacti f este continud pe A, g lipschitziand pe A in raport cu Yy, adicli existd o

constanté pozitivi L astfel tncdt

If(z,y) - f@Y) <Lly=Y|, (V) (z,9),(z,Y) € 4,
atunci ecuatia dy = f(z,y) admite o solutie unici pe intervalul Iy = [zo — 6,20 + 6], unde 6 =
min { ;4} i M =sup{|f (z,9)] | (z,y) € A}, care verifics conditia initials y (To) = Yo.

Conditiile teoremei se indeplinesc daci f si f; sunt continue pe A. Demonstratia se face prin metoda
aproximatiilor succesive. Se aratd mai inti cia problema Cauchy pusi este echivalentd cu determinarea

unei functii continue ¥ : [ — R, care si verifice egalitatea
ve)=w+ [ Su(s)ds zel
To

Apoi se definegte un gir de funetii continue (yn)nGN astfel:
Yo : Io— J,yo(z) = yo,
I
Yo = o —J, yn(z) = yo+/ f(s,yn-1(s))ds, (V) z € Io, n € N".
To

Se aratd ci girul este uniform convergent pe Ig citre o functie y : Iy — J, unica solutie a ecuatiei

considerate pc Jo. Functia ¥, se numeste aproximarea de ordinul 72 a solutiei.

Exemplul 7.30. Folosind metoda aproximatiilor succesive, determinati aproximarea
de ordinul 3 a solutiei ecuatiei diferentiale y¥ = z2? + y2, care verifici conditia initiald
y(0) =0.

Rezolvare: Sirul de functii (yn),.n, care converge catre solutia problemei Cauchy

mentionate, este definit de metoda aproximatiilor succesive astfel:

Yo (z) =0
Yo (z) = [ [s* + 42 ) (s)] ds, n e N*
0
pentru orice ¢ € I = [—§, 8], § fiind un numar suficient de mic incét girul si fie uniform
convergent pe I. Deci
( z 1
i (2) = ][ + ) ds = 1a°
0
e 1 1 1
) v (z) =0f 32+§SG ds=§x3+@m
e 1 1
_ 2, 26 §10 14| g —
b (@) = [ |5"+ 55+ 555" + 3555° | @
IR W T e

3 63 2079 59535
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Exemplul 7.31 Determinati solutia problemei Cauchy y' = z2 + y, y(0) = 0,
folosind metoda aproximatiilor succesive.
Rezolvare: Sirul de functii (yy)

mentionate, este definit de metoda aproximatiilor succesive astfel:

ncN > Care converge catre solutia problemei Cauchy

Yo(z) =

Yn (z) = ~;f[s2 + Yn—1(s)]ds, n € N*

pentru orice z € I = [, 6], 6 fiilnd un numar suficient de mic incat sirul si fie uniform

convergent pe I. Deci

4 T 1
z) = [[s*+0]ds = 23,
0 3
z 1 1 1 1
— 2 _ 1.3 a_o1f 2 -
{ _of3+’3]ds_3x+3~4x = <3|I+4|1'
L 1 1 1 1
— 2, = 4 — ol Bl
\ —Ofs+ s+34s}ds—2(3|a:+4‘x+5 )
Presupunem cé, pentru un n € N, n > 1, avem
1 1 1
Y — Ot - n+2
yn () = 21 (3';5 LPTEAR T ara” )

Deducem

[ 1, 1 L
Yn+1 (I) = ./ [SQ + 2! (isa + 534 + -+ ms +2):| ds =

0
1 4 1
—_ -7 2' 4 .. n+3 —
3T + <4'1: + +(n+3)!T )
1 1 1
— 2! - Nl n+3
(3'r +4'I * (n+3)!$ )’

ceea ce aratd cd formula

1 1 1
n 4 :2! e n+2
Yn () (J'L +4 T4t (n+2)!x )

cste valabild pentru orice n € N*. Rezulta

1 1 1
y(:l)) = linlyn(fL‘):Q!(g'.’E +E.’E + - +(nT2)!.’L'n+2+"')=
1
= 2!((3‘"—1—1'—5:1:2)=261—2—2z—z2

Deci solutia problemei Cauchy considerate este y = 2% —2 — 2z —z2. Observim ci solutia

gasiti este valabila pentru z € R.
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7.2 Zece exemple din fizica si chimie

1) Intr-un rezervor se afli o cantitate A de substanti dizolvati in B litri de apd. Apoi,
in fiecare minut, in rezervor intra M litri de api si ies N litri de solutie (M > N). Gisiti
cantitatea de substanta in functie de timp.

Rezolvare: Fie z (t) masa substantei din rezervor, iar V (t) volumul solutiei, in litri,

la momentul ¢ al procesului. Din ipoteza rezulta

V (t) = B+ Mt — Nt,

T(t) - .
t filnd masurat in minute. Concentratia solutiei la momentul ¢ este V((t))' In intervalul

(t,t + At] avem

xU+Aﬂzﬂﬂ—$%Nm

Ordonind convenabil, avem

T(t+A)—z(t) = z(t)

~ — N
At V(t)
Trecind la limitd, pentru A¢ — 0, obtinem ecuatia diferentiald a procesului:
dr T
ad  V(t)

Accasta este o ecuatie cu variabilele separabile. Separind variabilele, obtinem

d:l:___ N dt
r B+ (M—-N)t

Integrind, obtinem

N

Inlel = —37 "7

In|B+ (M- N)t|+In|C|,
din care deducem
_ C

B+ (M — N){j7~

z(t)

Conditia initiald este z (0) = A. Deducem mai intai C = AB oW , lar apoi

z(t) :A[B+(A5—N)t]M_N

2) Intr-un rezervor se afli 100 litri de solutie care contine 10 Kg de sare. In rezervor
se aduce apd cu viteza de 5 litri / min si se scoate solutie cu aceeasi vitezd. Presupunem

cd omogenizarea solutiei se face instantaneu. C4ta sare raméane in rezervor dupi o ord?
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Rezolvare: Suntem in cazul problemei precedente cu A = 10, B = 100, iar M = N =
Ny

N
5. Suntem condusi la ecuatia diferentiali gxg = —Edt. Integrind, obtinem z (t) = Ae" B °.

Dupa o ord avem
z (60) = 10e" 6% = 10e% = 0,49787Kg ~ 0,5Kg.

3) O substanti A se transforma in alti substanti cu o vitezd proportionali cu masa
de substantd A netransformati. Dacd masa de substanti A este de 31,4 g dup4 trecerea
unei ore gi de 9,7 g dupa trecerea a trei ore, atunci determinati:

a) Masa de substanti la inceputul procesului.
b) Peste cét timp de la inceputul procesului riméne doar 1% din masa initiald
de substantd A.
Rezolvare: Daci notdm cu m (t) masa de substantd A existentd la momentul ¢, atunci,

pentru intervalul de timp [t,t + At], avem:
m(t + At) ~m(t) — km(t) At

Deducem
m(t + At) — m(t)
At

Facind At — 0, obtinem ecuatia diferentiald a procesului:

~ —km (t)

dm

71?‘ = —km

Aceasta este o ecuatie cu variabilele separabile. Integrind, obtinem m (t) = m (0) e *.

a) Exprimind timpul in ore, conditiile devin:

m(l) = m(0)e * =314

m(3) = m(0)e*=97
(m () _ (31,4)°

Impirtind egalititile, obtinem = , din care deducem
m (0) 9,7

31,4)°
m(0) = (g 7) = 56,495¢

Deducem si
31,4 31,4

~m(0) 56,495

=0, 5558
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b) Conditia se exprimi sub forma

L (0) = m (@) = m (0) ()" = m (0)0,5558)",

din care, simplificind cu m (0) si logaritmind, deducem —1In100 = ¢In 0, 5558. Deci

—In100

t= 1]’1_0,355—8 = 7,8406 ore

4) Viteza de rdcire a unui corp este proportionald cu diferenta dintre temperatura
corpului si temperatura mediului inconjuritor (coeficientul de proportionalitate fiind k >
0). Gaisiti dependenta de timp a temperaturii T a corpului daci mediul se mentine la
temperatura constants a, iar T (0) = Tp.

Rezolvare: Ecuatia procesului este

= k(T -a),
cu conditia initiald T (0) = T;. Ecuatia, fiind cu variabile separabile, se integreazi imediat
$1 obtinem solutia
T(t)=a+ (To—a)e ™
5) Un corp se riceste, intr-un mediu cu temperatura constanti a = 20° C, astfel
incat dupi 10 minute temperatura scade de la 100° C 1a 60° C. In cat timp temperatura
corpului ajunge la 25° C ?

Rezolvare: Ecuatia diferentiald a procesului este, conform problemei precedente,
T (t) = 20 + 80e™™
Masurind timpul in minute, conditia data devine
60 = 20 + 80e 1%

Simplificind calculele, obtinem e~1% = 0, 5. De aici deducem e~* = (0,5)* = 0,93303.
Ecuatia procesului devine

T (t) = 20 + 80 - (0,93303)"

Conditia T (t) = 25 ne conduce la 20+ 80-(0,93303)" = 25. De aici deducem (0, 93303)* =

1/16, din care rezultd

RS — 39. 998 ~ 40 minut
T in0,93303 U0 vC = SY e
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6) S-a constatat experimental ci viteza de dezintegrare a radiului este proportionali
cu cantitatea sa (nedezintegrati). In decurs de un an, din fiecare gram de radiu se
dezintegreaza 0,44 miligrame. Dupa citi ani se dezintegreazd jumatate din cantitatea
initiald?

Rezolvare: Ecuatia procesului are forma (_ig = —km, unde k > 0 este o constanti
specificd radiului. Solutia generali a ecuatiei diferentiale este m (t) = m (0) e . Ex-

primind timpul in ani gi masa in miligrame, conditia data devine
m (1) = 1000 — 0,44 = 1000e*
De aici deducem e * = 999, 56/1000 = 0, 99956. Ecuatia procesului devine
m (t) = m (0) [0,99956]"

Cerinta problemei devine

@ = m (0) [0,99956]¢,

din care deducem [0,99956]" = 0,5. Deducem

In0,5

= 10,9996 0, 90956 ~ 1575 ani

7) Cantitatea de lumina care se pierde la trecerea unui fascicul printr-un strat de apa
este proportionald cu cantitatea de lumind care cade pe strat gi cu grosimea stratului
parcurs (constanta de proportionalitate fiind £ > 0). Cunoscind ¢4 prin parcurgerea unui
strat de apa gros de 2 metri se pierde 1/3 din fluxul initial, gisiti ce parte se pierde cand
se strabate un strat de apa gros de 12 metri.

Rezolvare: Notdm cu ¢ (z) cantitatea de lumind care rdmane dupd ce fasciculul de

lumini a parcurs un strat de api de grosime egal cu z. In intervalul [z, + Ax] avem:
¢ (z+ Az) ~ ¢ (x) — k¢ () Ax,

din care deducem

é(z+ Az) — ¢ (z)

~ —k

= 4(2)

Trecind la limitd, pentru Az — (), obtinem ecuatia diferentiald a procesului:
d¢
d_.’E - _k¢a

care este o ecuatle cu variabile separabile. Solutia generali este

¢(z) =¢(0)e ™
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Din ipotezi deducem ¢ (2) = 2¢(0), adicid 2¢(0) = ¢(0)e . De aici rezulti e * =

— 3

\/g = 0, 8165. Solutia capata forma

¢ (z) = ¢(0)[0,8165]°
Deducem ¢ (12) = ¢ (0) [0,8165]'2, iar

¢ (0) —¢(12)
¢(0)

adicd pierderea este de aproximativ 90%.

=1—[0,8165]"% = 91,22%,

8) Viteza de scurgere a apei dintr-un vas printr-un orificiu este data de formula obtin-
utd experimental: v = 0,6 - v/2gh, unde h este iniltimea nivelului apei fata de orificiu,
g cste acceleratia gravitationald (se ia ¢ = 10m/s?). In cat timp se scurge apa dintr-un
rezervor cilindric cu diametrul 2R = 1 m si indltimea H = 1,5 m, printr-un orificiu aflat
pe fundul rezervorului, avind diametrul 2r = 0,05 m.

Rezolvare: Notdm cu z () indltimea apei in rezervor la momentul ¢. Deoarece volumul

2

de apa care se scurge din rezervor in unitatea de timp este 7r* - v, rezulta ca

TR x(t+At) = mR-xz(t) —mr-0,6- /22 (t) - At, adica
x(t + At) — x (t) r? /

Am tinut cont ¢d volumul de apd din rezervor la momentul ¢t + At este egal cu volumul la
£

momentul ¢ minus volumul scurs in intervalul [t, ¢ + At] . Trecind la limita pentru At — 0,

obtinem ccuatia diferentiala a procesului:

Separind variabilele, avemn

Integrind, obtinem
r?
Vir(t)= —ﬁo,d ‘129 -t + /z(0)

Ne intereseazd valoarea lui ¢ pentru care x (t) = 0, adicd

2
r ©
0= —EO,J- \/2g't+ \/I(O),
din care deducem

_ VzO)-R* _ /15-(05)°
0,3-v2g 72 (0.3)-/20- (0.025)

= 365,15 ~6min 5s
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9) Un glont cu viteza de 400 m/s trece printr-un perete de grosime h = 20 cm
gl continud migcarea cu viteza de 100 m/s. Considerind ci rezistenta peretelui este
proportionali cu patratul vitezei glontului, gasiti timpul de trecere prin perete.

Rezolvare: Procesul este dirijat de ecuafia

dv

hd—
m v

d
Conditia initiald este v(0) = 400. Separind variabilele, avem ng = —kdt. Integrind,

obtinem -% = —kt 4+ C, unde C este o constantd arbitrard. Conditia initiald ne di
C =—%, deci solutia devine % =kt + 4%1(—)’ din care deducem
m
v(t) = P
400

Notind cu z (t) spatiul parcurs de glont de la momentul impactului cu peretele pana la

momentul ¢, avem

Integrind, obtinem

m m
:z(t)=?ln(kt+m)+01,
m

unde C este o constantd arbitrard. Conditia initiald z (0) = 0,nedd C; = % In (ZTS—O) ,

1ar solutia devine

m
kt + —
x(t)z%m—T‘im=%ln(%+l)

— m
400

Fie t; momentul cu proprietatile: x (¢;) = h si v (t;) = 100. Rezultad

Zin (400’“1 + 1) =0,2% — — =100

k m kty + —

400
400kt .
Din ultima relatie rezulti 00kt + 1 = 4. Inlocuind in prima relatie, obtinem %ln4 =
m
. 400kt 3 m 3 0,2
0,2. Revenind 1 1 =4, ded t) = — - — = — - — = 0,001082025
, evenind la — + , ucem t; 100 & 100 1nd 0,0

secunde.
10) O substantd trece din starea solidd in starea gazoasi cu o vitezd proportionald
cu aria expusd (constanta de proportionalitate fiind k > 0). Si se studieze evolutia razei

unei bile din acea substanta, dacd la momentul initial raza bilei era rq.
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Rezolvare: Fie r (t) raza bilei aflate in stare solidi la momentul ¢ si p densitatea sub-
stantei respective. Cantitatea de substanti in stare solidd la momentul ¢ este 21 (t) p,

iar viteza de evaporare este v (t) = 4772 (t) k. In intervalul de timp [t,t + At] avem

%”1-3 (t+ At) p =~ i;rr3 () p— v (t) At = i‘gra () p — dmr? (£) kAt
Simplificind calculele, ob{inem
3 (t+ At) — r3(t)
~ —3r%(t) k
A7 p = —=3r°(t)
Trecind la limita, obtinem
t
3r% (t) diiff )p = -3r(t)k

Simplificind, obtinem ecuatia diferentiald a procesului:

dr(t) k

dt P

k
Integrind, obtinem solutia r (t) = ——/;t + 7o.

7.3 Exerci{ii propuse
1. Ardtati cd y = % + Ce 37 este solutia generald a ecuatiei ¢/ + 3y = 1.
2. Aratati ca (y — %) e3* = ¢ reprezinti integrala generald a ecuatiei i + 3y = 1.

3. 5S4 se arate cd ecuatia Yy’ = x + y are solutia y = ce” —x — 1, pentru orice constanti
c. S& se determine solutia care verifica conditia initiald y (zo) = yo, unde x4 §i Yo

sunt numere reale.

4. Determinati solutia generald a ecuatiei Riccati cunoscind o solutie y; a ei:

T —1
(a) ¥+ 2z —y— —5 =0, 41 = —;
T

[y

8

(b) ¥ +y* — (sinz + cosz)y — 2cosz =0, y; = sinx + cos T;

2

(c¢) ¥ — %y - =0, y; = Az, unde X este o constanti;

3z2

5. S& se integreze ecuatiile diferentiale de forma y' = f (z) si si se traseze curbele lor

integrale:
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(a) ¥ = i—l

(b) ¥ = 2—\7—;,
(€ v =227},
(d) ¥'= %w‘g;

6. Sa se integreze ecuatiile diferentiale

(a) ¥ =2y,
(b) ¥ =2\/y,
(¢) ¥ =%

(d) v = 3y3 si si se traseze curbele lor integrale;
7. Sa se integreze ecuatiile diferentiale:

(a) z(y> —1)dz +y(z® - 1)dy =0,
(b) V1 —z2dy — /1 —y%dz =0,
(c) z+4/1 —y?dz + yv/1 — z%dy = 0,
(d) dz . dy

N Ny

8. S4 se integreze ecuatiile diferentiale:

(a) ¥ = z;z
(b) ¥ = %

@ v =17+
d) ¥ = z223_:yy2.

9. S4 se integreze ecuatiile diferentiale:

1+ 2z _ 1+2x_
r+220 " T+a2

)
(b) ¥ ——y=1%
T

(a) ¥ —
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1 3

(C) Y — ;?/ = y_“;
4
(d) ¥ — ;yzﬂf\/ﬂ;
T

(e) ¥ +zy=——;
y

1
f) v - %yQ - % = 0 stiind ca are solutia y;, = ——I—;
(g) (2® —y)dz + (y* — z)dy = 0;

(h) y =2zy +y7?,

1
(i) y ==y — 7y

10. S& se integreze ecuatiile diferentiale cu variabile separabile:

(a) 7’'cos’tcotz + tantsin®z = 0;
(b) tz' =z + x%;

(c) tz'z =1 —1%
11. S4& se integreze ecuatiile diferentiale omogene sau reductibile la acestea:

(a) tz' =1 — t;

(b) ta’ = —(t +);

(¢) t22' =z (t — x);

(d) 2tzr’ = t? + 22

(¢) 2Vtr —t) 2’ = —x;
£) to' =z + Vi + 22;

(g) (42 + 3tz + 1) 2’ = — (2* + 3tz + 4t%);
)

(h) 2tzx’ = 32% — 2.
12. S& se integreze ecuatiile diferentiale liniare sau reductibile la acestea:

a) tz' =z + tz;
(a) ,
(b) ta' = —2x + t4;

(c) tz' = —z + €'
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(d) (z® —3t?) = + 2tz = 0;
(e) tz' = —z — tz?

(f) 2tzz’ = 22 — ¢,

(8) (2t—t’z)a' = —z;

(h) tz' = =2z (1 —tz).

123

13. Sa se integreze ecuatiile diferentiale exacte sau reductibile prin metoda factorului

integrant:

(a) t+2z)r’'+t+z=0;
(b) 2tz’ + 2 + 2z + 2t = 0;

(d
(e) (2% —3t?) 1’ + 2tz = 0;

)
)

(¢) (3t%z — z?) 2’ —t2 + 3tx? — 2 =0,
) Pz 4+ +t) — 2+ tz? + 2 =0
)

(f) 2tzx’ — (t +22) =0
(g) te' —z(1+tx)=0;
(h) t(z3+Int)z’' + z = 0

14. S& se integreze ecuatiile diferentiale de tip Lagrange sau Clairaut:

1
(h :l?=t:l?'+;.
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(b) ¥ =z +siny; y(0) = m;
() ¥ =v%y(0)=1
(d) ¥ =9°+1,y(0) =0;

sinz

(0 ¥ =2 y(1)=0;
T
T

(f) y = ??/2’ y(O) =0.
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Capitolul 8

Sisteme diferentiale de ordinul intai

8.1 Notiuni fundamentale si exemple

Forma unui sistem diferential. Forma generali a unui sistem diferential de ordinul intai, cu n

functii necunoscute (n € N*) | este

.................................... , (8.1)

incare F; : D C R*™*!1 — R, pentru 1 < i < n, sunt functii date, astfel incat fiecare dintre
dyl dyn

variabilele —, - - -

dr " dr
dy, dyn

F; si depindi efectiv de cel putin una dintre variabilele d—, Sy Tl— Forma normald a unui sistem
£ T

sd aparé efectiv in cel putin una din relatiile (8.1) si ficcare dintre functiile

diferential de ordinul int4i este

dy,
-5 = fl (xayh"'wyn)

—d; :fn("rayla.”:yn)

incare f; : E C R™! — R, pentru 1 < ¢ < n, sunt functii date. Daca functiile f,-- -, fn nu
depind de I, atunci sistemul se numeste autonom.

Solutie. Prin solutie a unui sistem diferential se intelege un set de functii (yl, e Un) Y I —

125
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R, I fiind un interval, astfel incat:

( F, (z,yl(x),...,yn(:r),dyl (x)"__,dyn(‘”)) =0

dr dz
) : ) (V) .’L‘GI,

pentru sistemul (8.1), respectiv

dy:i_ix) = fi(z,y1(z), -, yn(x))

.................................... , (V) zel, (8.2)

pentru sistemul normal.

Exemplul 8.1 Sistemul diferential

d
Ty oy =t~ 3T —1=0
d d d
—lﬂ+—?/2+—y§+zy1—z2—2z—3=0
z dr

dr P 4z dz

admite solutia (z,z?% 2z + 1), = € R, deoarece inlocuind y; cu z, y; cu z2, ya cu 2z +
1si dy, -1 dy, —9 dys
War =V dr T dx

Observatil. 1) Literele y; desemneazi functiile necunoscute ale sistemului diferential, iar litera

2 d
Y2 + Y2 y3+2z2—5:1:=0

= 2 in sistem, se obtin egalititi adevarate.

desemneazi variabila independenti a acestor functii. in locul expresiei d—Z'l se folosegte adesea expresia
y;. Functiile necunoscute gi variabila independents pot fi desemnate prin orice fel de simboluri, daci nu
sc creazd confuzii.

2) Determinarea solutiilor unui sistem diferential este un proces numit rezolvarea (sau integrarea)
sistemului diferential respectiv. Multimea de definitie a solutiei se determina, de reguld, odata cu solutia.

3) Solutia (y1, -+, Yn) : I — R™ se poate indica sub forma

=y, Yn=yYn(z), z €I

Unecori aceast solutie se indici sub forma y = (y1 (z),...,yn (z)), T € I.
Traiectorie. Fie (1, -, Yn) o solutie pe un interval I a unui sistem diferential. Curba v C R™,
definitd parametric prin
y1=u(z)
vyl , T €I,
Yn = Yn (1")
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se numeste traiectorie a acestui sistem diferential. Curba I' C Rn'H, definiti prin

F={(I,y1(:12),-~',yn($) I‘TGI}a

se numegte curba integrali a sistemului diferential.

8.1.1 Problema Cauchy

O problemai concretd importantd gi frecvent intdlnitd este problema care constd in determinarea unei
traiectorii (unei solutii) a unui sistem diferential de ordinul intéi, care trece printr-un punct dat. Mai
precis, problema Cauchy pentru un sistem diferential consta in determinarea unci solutii a acestui sistem,

Y1 =Y (:17) s sy Yn = Un (:E) , & € I, care si verifice conditiile

Y1 (Zo) = Y10, - - -, Yn (To) = Yno, (8-3)

conditii Cauchy.

8.1.2 Solutii

Solutie gencrald. Se numeste solugie generald a unui sistem diferential in multimea F C R"'H, 0

multime .S de solutii ale acestui sistem cu proprictatea ci pentru fiecare punct (.’Ito, Y105 - - - yno) eF
exista o singurd solutie (yl, . ,yn) € S, care sa verifice conditiile initiale: ¥ (.’L‘o) = Y10,---,Yn (To) =
Yno-

Solutie particulard. O solutic a unui sistem diferential, care apartine unei solutii generale a acelui

sistem se numeste solutie particulara.

Exemplul 8.2 Pentru sistemul diferential

@l‘*‘@—yl_%—o

dz  d

3@3—@—‘+ =0
dr d Y2 Y1

solutia generald este {y; = c1e® + e ™, yo =2c1e — e "}, © € R, unde ¢ si ¢
sunt numere reale arbitrare. Luind ¢, = 2 g1 ¢c; = —5, se obtine solutia particulara:
Y1 = 2e* —5e" T, yps =4e* 4+ 5e¢7 %, z € R.

Integrala unui sistem diferential. Un sistem de relatii de forma

Gl (:anlv""y‘n) =0
Gn(xayla“'7yn) =0
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unde G; : E C R™! — R, pentru 1 < 7 < n, este numit integrala (solutie definitd implicit) a
unui sistem diferential, daci el defineste implicit pe Y1, - * - , Yn, ca functii de Z, pe o mulfime I C R, si
setul {yl, ceey yn} format din aceste functii este solutie pe [ a acelui sistem diferential. Prin integrald

generali a sistemului (8.1) se intelege un sistem de relatii de forma

Gl ("anl" t ;yn,) =
: : (8.4)

Gn (:E’yl; ot ,yn) = Cn

unde G; : E C R™! — R, pentrul < i < n, cu proprietatea ci pentru fiecare (To, Y10, - - ; Yno) €
E, sistemul

Gl (zayla T ,yn) = Gl (1707:'/101' ) .aynO)

Gn (xayla Tty yn) =G (‘TanlOa e aynO)
defineste implicit pe Yy, - - + , Yn ca functii de T, pe o vecinitate Iy C R alui xg, iar setul {yl, cae ,yn}
format din aceste functii este solutia pe Iy a sistemului diferential (8.1), care verificd conditiile initiale
%1 (To) = Y10, **, Yn (To) = Yno.
Forma vectoriald a unui sistemn diferential. 1) Fie F = (F},---,F,): D ¢ R**»*! - R

o funciie vectoriald cu componentele F;, 1 < ¢ < n. Vom nota

y=(y1, - Yn) ﬁidﬁ_ dy,  dym

d g1 yIn) 5 dr dr ) 3 dx

Consideram c4 relatia

dy
Flz,y—]= )
(1,1 , dz) 0 (8.5)

unde () este vectorul nul al spatiului R™, este cchivalent cu sistemul diferengial (8.1). Rezulti cd un
sistem diferential de ordinul int4i are forina wunei ecuatii diferentiale de ordinul int4i, pe care o vom numi
ecuatie diferentiald vectoriald de ordinul int4i.

2)Fie f = (fi, -+, fa): EC R"*! — R™, o functie vectoriali cu componentele f;, 1 < i < n.
Cu notatiile de la punctul precedent deducem ugor ci relatia vectoriald

dr
este cchivalentd cu sistemul diferential normal (8.2).
3) O solutie a sistemului diferential (8.5), sau (8.6), de forma 3y = @1 (£) , -+, yn = O (z), T €
I, va fi reprezentati vectorial sub forma y = (¢ (z),...,¢n(z)), z € 1.
4) Conditiile initiale (8.3) se exprima sub forma vectoriald ¥ (o) = Yo, unde Tp € I si Yo =
(Y10, -, Yno) € R™.
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Observatie. In cazul n = 1, sistemele diferentiale de ordinul intai devin ecuatii diferentiale de
ordinul int4i. Rezultatele obtinute in legituri cu solutiile i problema Cauchy pentru sisteme diferentiale

de ordinul intii se transpun in cazul ecuatiilor diferentiale de ordinul int4i.

8.1.3 Existenta si unicitatea solutiilor

Cazul general. Fie Tg, Y10, * - , Yno numere reale date, a, by, - - - , b, numere reale pozitive date,
A =[zg—a,zo+a] X [y10— by, Y10+ b1] X -+ X [yno — bn,y Yno + by,
iar f; : A = R, 1 <1 < n, functii date.

Teorema 8.1.1 Dact functiile fi,- -, fn. sunt continue pe A gi verificd conditiile lui Lipschitz pe
A, adici ezistd numerele pozitive A;, 1 < j < n, astfel tncdt

|f‘i (1:7Y15"'7Yn) —fi(xlyla'”ayﬂ)l S ZAJI}/J _y_’il’
=1

pentrul < i < n, giorice (x,Y1,---,Yn) si(z,y1, -+, Yn) din A, atunci sistemul diferential (8.2)
admite o solutie unict pe intervalul I = [Tg — h,xo + h], unde

: b bn

1SISR (245, 0m) €A

care verifich conditiile initiale (8.3).

Mai intai se aratd ci problema Cauchy din enuntul teoremei se reduce la sistemnul de ecuatii integrale

T d dn
yi($)=yio+/ fi(S, yl(s)’.‘_’ y(3)>ds,15i5n
zo

dzx dzx

Se construiegte o solutie a acestui sistem folosind metoda aproximatiilor succesive. Pentru aceasta sec

considera nigte functii continue arbitrare ay; : I — R astfel incat
(‘T,al (l‘),“-,an(l')) € Aa (V) (RS I7

numite aproximatiile de ordinul 0 ale componentelor solutiei (yl, <. ,yn) ciutate. Aproximatiile de

ordinul p, (p €N '), se definesc cu ajutorul aproximatiilor de ordinul p — 1 prin
y; () =yio+/ fi(s, 871 (s), -, 481 (s))ds, V) z€l,1<i<n
o0

Se demonstreaza ci sirurile de functii (y‘iJ )p, ceey (yﬂ)p sunt uniform convergente pe I si ci
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{yl= lim 2 (z) - - yp= lim y:;(z)}, zel,
p—oo p—o0

este solutia unici din enuntul teoremei, independenti de aproximatiile de ordinul 0.

Cazul sistemelor liniare. Prin sistem diferential liniar cu 7 functii necunoscute se intelege un

sistem diferential de forma

d
d%] =an(T)y1+aw(T)y2+ -+ ain (2) Yo + 11 ()

: , (8.7)
dyn

PR ()11 4 82 () Y2 + -+ - + Cnn () Yoo + L (2)
unde functiile a;; : [a, b] — R se numesc coeficientii sistemului, iar functiile I; : [a, b] — R se numesc
termenii liberi ai sisternului.
Observatie. 1) Sistemul diferential liniar (8.7) este un caz particular al sistemului diferential normal
(8.2), unde functiile f; sunt definite pe E = [a, b] X R™ si sunt de forma

filzoyr, - yn) =aa (Z) Y1 + a2 (@) Y2 + -+ + in () Yo + L ()

2) Daca toti termenii liberi sunt identic nuli, atunci sistemul este numit omogen. In caz contrar,

sistemul este numit neomogen.

3) Daca toate functiile a;; si {; sunt continue pe [a, b], atunci toate functiile f; sunt continue pe E.

4) Notind A = max sup |a;; ()|, rezulta
1<i,j<n z€la,b]

Ifi(vaYl,“‘,Yn)—fi($1y1," 7yn|— Zal_’l .’E)[Y y]] SZAD/J—Z/J ’
=1

pentru orice (:1:, Yi,---, Yn) , (I, Y1, 0, yn) € Fsil <1 < n, adici se indeplinesc conditiile lui
Lipschitz. In urma acestor observatii, putem reformula teorema Cauchy-Lipschitz pentru sistemul liniar

(8.7) astfel:

Teorema 8.1.2 Dacd a;; sil; sunt functii continue pe [a, b] , pentru orice 1 < 1,5 < n, atunci,
pentru orice Tg € [a, b] §i pentru orice numere Yy, * - * , Yno, Sistemul diferential liniar (8.7) admite o

solutie unicd, {yl =11 (:l:) y s Yn = Yn (:I:)} , T E [a, b] , care verifict conditide initiale

Y1 (Zo) = Y10, * * » Yn (T0) = Yno (8-8)
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8.1.4 Sisteme liniare omogene.

Considerdm sistemul diferential liniar omogen

d
% = au(@)p+an(@)p+- - +an(T)yn

dyn
d_?il? = 0n (‘T)yl+an2(z)y2+'“+a’""(r)y"

in care coeficientii sistemului sunt functiile continue a;; : I — R, I fiind un interval de numere reale.

Pentru scurtarea scrierii vom folosi scrierea matriceald a unui sistem diferential liniar. 1) Vom nota

_ dys -

Y1 dz
d
Y= : :I_’Mn,l[R]ad—y: 3
T
dyn
Yn A
| dz |

faﬂyl (z) dz
/aﬂy (z) dz = :
[afyn () dz

2) Matricea
an () -+ a(z)
A(z) = ,
Uni (T) ... Qpn (T)

este numitd matricea coeficientilor sistemului diferential considerat. Cu aceste notatit, sistemul diferential

liniar omogen se scrie sub forma ecuatiei matriceale

[ dy ]
dr an(z) - aw(z) Y
AYn an1 () ... @Gnn(z) Yn
dr |
sau, pe scurt,
Y~ A@)ysany = A(2)y
dzx

O solutie pe I a sistemului omogen, cu notatiile de mai sus, va fi o functie de forma

ol
¢ = : 1 — Mp, [R]

én
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care verificx relatia ¢’ (1:) =A (.’I:) ¢ (:L‘) pentru orice Z € I. Se spune ci ¢ este solutia de componente
@1,---,Pn si va fi notats uneori prin (@1, ..., ¢,). Conform teoremei de existentd gi unicitate a
solutiei sistemelor diferentiale liniare, rezulti ci pentru orice To € I si Yo € Mn,l [R] , existd o solutie
unicd a sistemului omogen considerat, y = Y (:L‘) , & € I, care verificii conditia initiald ¥ (.’L‘o) = Yp.
In particular, unica solutie care verifici conditia initiald ] (:L‘o) = O este solutiay : I — Mn,l [R] s

definitd prin ¢ () = 0 pentru orice £ € I, numita solutia nula sau solutia banali.

Teorema 8.1.3 Multimea Sq, a solutiilor pe I ale sistemului diferential omogen (8.9), este un spatiu

vectorial real n— dimensional,

O bazi a lui Sj este multimea {Z(l), sy z(n)} , unde

este solutia sistemului omogen, care verificd conditia initiala 2® (.’1:0) = F;, zo fiind un punct fixat

din 1, iar E; € M, ; [R] avind toate componentele nule afard de componenta din linia 7, care este

egali cu 1. O solutie oarecare y € Sg, de componente ¥y, - .., Y, se Teprezinti atunci sub forma
n
y = i (x0) 2.
=1
Wronskian. Fie {y(l), e ,y(")} o mul{ime formati din N solutii ale sistemului diferential liniar

st omogen (8.9), iar _’ljgﬂ, ce ey y,(:) componentele solutiei y(i). Functia W : I — R, definita prin

1 2 n
w (@) ¥ () - v ()
(1 (2) (m)
W (z) = yzi()y2.() . ?/2.()
1
w (o) ¥ @ - ¥ ()
pentru orice € I, se numeste wronskianul sistemului de solutii {y(l), ceey y(")} .

Teorema 8.1.4 Daca {y(]), e ,y(")} este o mudlime formatd din n solulii ale sistemului difer-
ential liniar §i omogen (8.9), iar Tg este un numir oarecare din I, atunci are loc relatia
T

W (@) =W (o) exp | [

n
Ak (Z) dz
To \ k=1

pentru orice T € I.
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Observatie. Wronskianul unui set format din 7 solutii ale sistemului diferential liniar si omogen
(8.9) poate fi numai in una din situatiile: 1) nul in toate punctele intervalului I; 2) nenul in toate
punctele intervalului /.

Sistem fundamental de solutii. Un set ordonat format din 7 solutii ale sistemului diferential
liniar si omogen (8.9), al cirui wronskian nu se anuleazi, se numegte sistem (sau set) fundamental de

solutii. Daca {y(l), cony y(") } este un sistem fundamental de solutii, iar componentele solutiei y(i) sunt

ygi), ceny ,(,i), atunci matricea
o ) -
TR RN
1 (2 (n)

el Y L MR

e

se numeste matrice fundamentala de solutii.

Teorema 8.1.5 Daca {y(l), R y(")} este un set fundamenial de solutii ale sistemului diferential

liniar gi omogen (8.9), atunci orice solufie a acestui sistemn diferential are forma
y=eyt 4+ ey™
unde Cy, . . ., C, sunt constante arbitrare.

()bservatie. 1) Expresia y = Cly(l) + -+ C.,,,y(n)7 unde ¢; sunt constante arbitrare, reprezinta
solutia generald a sistemului diferential (8.9).

2) Solutia generald are forma y = Y - ¢, adici

[ 1 [ 2 ny 1 [
W yi ) ?/E ) UE ) g W
1 2 ()
w || W 2
Yn 7/7(11 ) y'gz) 7;/7(:1) Cn

unde Y este o matrice fundamentala de solutii, iar

-CJ

Co
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8.1.5 Sisteme neomogene

Metoda variatiei constantelor. Considerim sistemul diferential liniar neomogen

d

% =an (Z)y1 + a2 () Y2+ -+ - + @1 (2) Y + L ()

: ? (8'10)
dyn

Jp = Oml (@) g1+ Cn2 () Y2 + -+ - + G (T) Yo + 1 ()

unde coeficientii sistemului sunt functiile continue a;; : I — R, iar termenii liberi ai sistemului sunt
functiile continue I; : I — R, I fiind un interval de numere reale. Notand cu ! matricea-coloani de
componente 1, - - -, I, gi folosind notatiile de la punctul precedent, sistemul diferential liniar neomogen
se scrie

Yy =A(z)y+!(z)

Teorema 8.1.6 Fie {y(l), e ,y(")} un set fundamental de solutii ale sistemului diferential liniar
gt omogen (8.9), unde solutia y(i) are componentele ygl), R ys), iar functiile ¢; - I — R, pentru

1 < i < n, verificd sistemul de ecualii

¢ (@) (@) + -+, (@) 4" (2) = U (2)
: (8.11)
¢ (2) 9 (2) + - + ¢y (2) Y (2) = In (@)

pentru orice T € I. In aceste conditii, funclia Ypart = Cly(l) +---+ cny("), definitd pe I, este solutie

a sistemului diferential neomogen (8.10).

Observatie. 1) Solutia Ypere mentionats in teoremé este o solutie particulard a sistemnului neo-
mogen. Aceastd solutie are acecagi formi ca solutia sistemului omogen, cly(l) + -+ cny(") , cu
deosebirea ca ¢; nu sunt constante ci functii. Metoda mentionatd in teorem&, pentru obtinerea unei
solutii particulare a sistemului necomogen, este numiti metoda variatiei constantelor.

2) Solutia particulard Yport se poate scrie sub forma matriceald Ypore (2) = Y (z) - ¢(z) , unde

o ]

¢z (z)

c(z) =

cn ()
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Pe de altd parte, sistemul (8.11) se poate scrie sub forma matriceald

W@ W@ @] [d@ ] [v@]
' () ¥ (@) - u @) | | 4@ | _ | Lk
W@ W@ o ow @ | [a@] [k ]

sau, cu notatiile cunoscute, Y (z) - ¢ (z) = I (z) . Deoarece determinantul matricei Y (Z) este nenul,
fiind wronskianul unui sistem fundamental de soluii, rezulti ca Y (.’L’) este inversabila si ¢/ (:L') =
Yy-! (:L') l (a:) , din care rezulta

c(z) = c(zo) + /z Y1 (2)1(2)dz,

Lo

unde o € I este un numir fixat, iar ¢ (.’Eg) S Mn,l [R] este arbitrar, gi deci

T

Yport (2) =Y () - [c (zo) +/z Y 1 (2)1(2) dz]

0
Deducem Ypare (1‘0) =Y (:Eo) -C (:l:o) , din care rezulti ¢ (1:0) =Y-! (.’1:0) * Ypart (.1:0) . Deci

T

brt(2) = ¥ (@) |V (@) sy )+ [ ¥ (2)10) dz}

0
Solutia generald. Fie Ypart © solutie particulard a sistemului diferential liniar neomogen (8.10).
Multimea S, a solutiilor sistemului diferential liniar neomogen (8.10), este multimea {yh + Ypart | Yn € So} .

Observatie. Forma oricérei solutii a sistemului diferential liniar neomogen (8.10) estc
y = Cly(l) + - + C”y(n) + yp(l,rl

unde {y(l), ce ,y(")} este un sistem fundamental de solutii al sistemului omogen (8.9), ¢, . .., ¢, sunt

constante arbitrare, iar Ypq- este o solutie particulari a sistemului neomogen (8.10).

8.1.6 Sisteme diferentiale cu coeficienti constanti

Fie sistemul diferential liniar si omogen cu coeficienti constanti

yr=anvh + -+ + Qin¥n
- (8.12)

y:z = QpiY1 + + Canln

unde a;; € R. Pentru aceste sisteme vom arita cum se poate construi un sistem fundamental de solutii.
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Folosind notatiile

aj ain n n
A= ¢ ... ¢ |ly=]: | siy=
Apy " Qpn Yn y:;

sistemul se scrie sub forma matriceali y' = Ay.
Observatii. 1) Din teorema de existenta si unicitate a solutiei problemei Cauchy pentru sisteme
liniare rezulti ci sistemul diferengial ' = Ay admite o solutie unici definitd pe toati multimea nu-

merelor reale
y:R—M,; (R],

care verifici conditia initiald ¥ (:L‘o) = 9o, pentru fiecare To € R si 4o € Mn,l [R] .
2) Notim cu Sy multimea solutiilor sistemului ¥’ = Ay. Deducem ugor ci daci y € Sp atunci
Yy’ € Sp. De aici deducem ci Sg C C*° (R) i ci daci y € Sy atunci y(k) € Sp, pentru orice k € N.

Teorema 8.1.7 Daci \ este o valoare proprie a matricei A, iarv € My, 1 [C] este un vector propriu

al matricei A corespunzitor valorii proprii A, atunci sistemul diferential (8.12) admite solufia
y=ve, zcR

1

Observatii. 1) Daci valorile proprii 71, . . . , Ty, ale matricei A sunt distincte, iar v", ..., 0" sunt

vectori proprii corespunzitori, atunci setul de functii

yl — ,U]erla:, . .,yn = y"e™T

este un sistem fundamental de solutii al sistemului y' = Ay. In consecinti, solutia generala a sistemului

diferential ' = Ay estc in acest caz
y=cwle™® 4 .- 4 cpue™®, € R,

unde €y, . .., Cy, sunt constante arbitrare.

2) Daca matricea A arc coeficientii reali si doui dintre valorile proprii sunt complex-conjugate, atunci
solutiile complex-conjugate yl gl y2, ale sistemului diferential, corespunzitoare acestor valori proprii,
se pot inlocui cu doud solutii reale, :171 = 5 (y] + y2) i 332 = a (yl — y2) , iar noul set de solutii

rdméne fundamental. Acest procedeu va fi folosit dacd intr-o problema concreta este nevoie numai de

solutii reale.
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Teorema 8.1.8 Daci ecuafia caracteristica a sistemului diferential (8.12) admite o rddicind A,
multipld de ordinul ™, atunci acest sistemn diferengial admite solutii de forma

y= (P (z) € Ry (z)e",..., Pa(z)€), z€R
tn care P; (z) sunt functii polinomiale de grad cel mult m — 1 de forma
P;(z) = P (z) + c2Pi1 (2) + -+ + emPim-1 ()
Cly. - -, Cm fiind M constante arbitrare, P;; (x) fiind functii polinomiale de grad cel mult j gi
P(z)=0,....,P,(z)=0, V)JzeR=c;=---=¢,=0

Observatie. 1) Solutia sistemului (8.12) este o combinatie liniard a ™ solutii liniar independente.

Intr-adevir, {innd cont de forma functiilor polinomiale P; (x), ..., P, (z), avem

m

Yy = (P] (13) yoo ,Pn(:r))e'\x = ch (Plj—l (I) yo e ;Pn,j-—l (.’17))6’\: = chy(:’),
unde am notat y(j) = (Prj1(z),..., Pnj-1(x)) e*?, pentrul < j < m. Solutia y ) se obtine din
solutia ¥ pentru ¢; = 1 §i ¢; = 0 pentru oricare ¢ % j. Liniar-independenta solutiilor y W ym
rezultd imediat. Relatia

cly(l)+...+c"ny(m)=0

revine la y = 0, adica (P} (z), ..., P, (z)) € = 0 pentru orice £ € R. De aici rezulta
P (z)=0,...,P,(z) =0,(V)z € R,

din care deducem, tinind cont de proprietitile functiilor polinomiale P, ..., Py,cic; =0, -+ ¢ =
0, ceea ce trebuia demonstrat. Deci, unei ridicini multiple de ordinul ™ a ecuatiei caracteristice fi
corespund M solutii liniar independente pentru sistemul diferential.

2) Determinarea practici a polinoamelor P, - - -, P, se face prin metoda identificirii coeficientilor.

Exemplul 8.3 Considerdm sistemul de ecuatii diferentiale, liniar si omogen, cu
coeficienti constanti:
Y1 = =9y — 12y, — 5y3
Yo = 5y1 + 6y2 + 3y
Y=y +4y2+y3
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Notand
7 -9 -12 -5
y= |y | i A= 5 6 3 ,
y3 1 4 ].

sistemul se scrie sub forma matriceala

y = Ay
Ecuatia caracteristica este
—9—r —-12 -5
5 6—-r 3 =(r+2°@2-r)=0,reC
1 4 1-r
din care deducem c& r, = 2 este riddicind simpld g1 r, = —2 este rddadcind dubla.
Pentru valoarca proprie simpld r; = 2 corespunde o solutie a sistemului de forma

y = ve?® unde v este un vector propriu de componente vy, v gi respectiv v, definit prin

Av = 2v, sau (A — 2I) v = 0. Deci

—-11 —-12 -5 N 0
5 4 3 e | =10
1 4 -1 U3 0
Deducem usor o solutic nenula: v, = —2, v, = 1 s1 v3 = 2. Agadar solutia care corespunde

valorii proprii simple 7; = 2 este

-2
y =11 |*
2
Pentru valoarca proprie r, = —2, dubla, corespunde o solutie de forina
gy + ﬁl xr
G=| ag+ Pox | >
a3 + Far

unde a; si 3;, pentru ¢ = 1, 2,3, sunt numere ce urmeaza a fi determinate. Avem

B o + Sz
Bo € =2 ap+ oz |2 =
Bs a3 + BT
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-9 -12 -5 C!1+ﬁ1$

= 5 6 3 Qs+ Boz | €%
1 4 1 a3 + iz
Deducem
A [ o | (9 12 5] [a ]
ﬂ2 —2 Qo = 5 6 3 Q9
Ps as |1 4 1 as
[ 5, | [ 9 —12 5] [4 ]
| Fs | | 141 A
Din a doua ecuatie deducem
-7 —-12 -5 o 0
5 8 3 Gy | =10
1 4 3 B3 0
Rezolvind, obtinem solutia generald 8y = ¢o, B2 = —cq, F3 = co.

Din prima ecuatie deducem:

-7 =12 -5 (03] ﬁl
) 8 3 (05)) = 132
1 4 3 (¢ %) 33
din care deducem solutia generala: a; = c3 — ¢z, ap = —c¢3 + —écz s1 a3 = c3, unde ¢; $1 c3

sunt constante arbitrare. Rezulta solutia

c3+ca(—1+ 1)
i= | —ester(i-z) e

3 + Co

Pentru co = 1 si ¢3 = 0, respectiv pentru ¢ = 0 51 ¢z = 1 rezultd doud solutii Liniar
independente
~14+z 1
Y@ = 1y e 4y = | 1 |
T 1
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Solutia generala este

y = cly(l) 4 Czy(2) + 633/(3)

unde ¢y, ¢2 §i ¢c3 sunt constante arbitrare. in reprezentare scalard solutia este

Y = —201= 4o (=14 1) + cze” >,
Y = c1e¥+ ¢ (—;— — :z:) e % — cgre ™,
ys = 2c1€% 4 core 2 + cze®
Determinarea solutiei generale. Presupunem ci matricea A are valorile proprii Ay, - -+, Apde
multiplicitati algebrice my, - - -, mM,. Agadar my + - - - + My, = n. Pentru fiecare valoare proprie A;

vom deduce T; solutii liniar independente pentru sistemul diferential. in final dispunem de 7 solut;ii,
despre care se demonstreazi ugor ca sunt liniar independente. Deci dispunem de un sistem fundamental
de solutii. Conform teoriei generale a sistemelor liniare, deducem solutia generald a sistemului omogen,
ca o combinatie liniard arbitrard a sistemului fundamental. Folosind sistemul fundamental, deducem o
solutie particulard a sistemului neomogen, indiferent de forma membrului perturbator. Adunind cele
doua solutii mentionate obtinem solutia generald a sistemului neomogen.

O problema mai deosebiti este cazul cind matricea sistemului are coeficientii reali, dar se obtin valori
proprii complexe. Deoarece aceste valori proprii vor fi doui cAte doud conjugate rezultd, din cele aritate
mai sus, ci putem inlocui cele doud solutii complexe ale sisternului diferential, corespunzitoare celor
doui valori proprii, prin doud solutii reale ale sistemului respectiv. Setul de solutii astfel obtinut este,
de data aceasta, format din 7 solutii reale liniar independente. Deci, se poate obtine un set fundamental

format numai din solutii reale.

Exemplul 8.4 Determinati solutia sistemului

dy — 4y 4

dr Y1+ Y2

dy»

—= =3 2

dr 1+ 2y

dys

—_ = 2 3 4
dz Y1+ oy + 4ys

care verificd conditiile y; (0) = 6, y (0) = —6, y3 (0) = 23.

Rezolvare: Matricea sistemului fiind

b

il
N W
W N =
= O O
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ecuatia caracteristicd este

adici (4 — A) (A2 — 6X + 5) = 0. Rezolvind aceasti ecuatie, obtinem valorile proprii: A\; =

1, A2 =4, A3 = 5. Calculind vectorii proprii corespunzitori, obtinem:

3 0 1
= -9 yUg = 0 , Uz =
7 1 5

Sistemul fundamental de solutii este format din solutiile
3 1

Y] = -9 6::, YQ = 0 642, Y3 = 1 651

7

1]

Solutia generald este Y = C,Y;+ CoYs + C3Y3, unde Cy, Cs 51 C5 sunt constante arbitrare,

LI

U 3 0 1
v | =Ci| =9 |e*+Co] 0 [e®+C5| 1 |
Y3 7 1 5

In exprimare scalard, solutia generald are forma
Yy = 3C1€" 4+ C3€>°, yp = —9C;¢® + C3€°, y3 = TC €% + Core™™ + 5C3e°*
Conditiile nitiale ne conduc la sistemul
3C,+C3=6,-9C; + C3 = —6,7C, + Cy + 5C5 = 23,
care are solutia: C} = 1,0, = 1,3 = 3. Solutia cerutd a sistemului diferential este

Y1 = 3e% + 3657, yp = —9e” + 3¢, y3 = Te® + €' 4 15e°°

Exemplul 8.5 Determinati solutia generald a sistemului diferential

1 (t) = 1+,

:itg (t) = —21‘1 + 3332
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Rezolvare: Matricea sistemulul fiind

ecuatia caracteristici este
1-X 1
-2 3-A

=X -42+5=0

Rezolvind, obtinem valorile proprii A; 2 = 2+:. Calculdm un vector propriu corespunzitor

valorii proprii A = 2 + i. Pentru aceasta trebuie si rezolvam sistemul

() ()-(0)

Deducem 1mediat o solutie
1—14
v =
2

Solutia corespunzatoare a sistemului diferential este

1—4 ) 1—2
X:( ) z)e(z*”‘)‘=< ) Z)ez"(cost—i—isint)

Pentru valoarea proprie conjugatid, A = 2 — 7, vom obtine solutia conjugata
~ 141 ..
X = ( )e%(cost—zsmt)
2

Din aceste doud solutii complexe conjugate putem obtine doua solutii reale, care formeazi

sistem fundamental de solutii:

X, X+X=(cost+sint>62t,

I

2 2cost
X, - X—.X: sint —cott |
2i 2sint

Solutia generald va fi

X = C]X] + CQXQ =
2cycost + 2¢y8int

(c1 — co) cost + (1 + ¢p) sint ) o2

unde ¢; §i ¢y sunt constante arbitrare. In exprimare scalari, solutia generald este

x; = [(c1 —ca)cost+ (1 + co)sint] e

Ty = [2¢)cost+ 2cysint]e®
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Exemplul 8.6 Determinati solutia generald a sistemulu diferential

Y, (z) = 2y1 — y2, Y5 (z) = 4y1 + 6yo

Rezolvare: Matricea sistemului este

Ecuatia caracteristica este

2—-x -1
4 6—A

=X —8A+16=0

Rezolvind aceasta ecuatie, obtinem radacinile: Ay, = 4. Acestei rddacint duble ii core-

Y = U1 _ a+ bx o
Yo c+dzr

unde a, b, ¢, d sunt parametri. Inlocuind in sistemul scris sub forma Y’ = AY, obtinem

b R a+ bx A 2 -1 a+ br Az
d ¢+ dx 4 6 ¢+ dx

Simplificind cu e'* si efectuind produsul matricelor, obtinein

b ny a+ bx B 2a + 2bx — ¢ — dzx
d ¢+ dx 4a + 4bx + 6¢ + 6dx

Identificind cocficientii, obtinem sistemul

spundec o solutie de forma

b+2a=—c, d—2c=4a, 2b = —d. —2d = 4b,

din carc rezulta: d = —2b, ¢ = —2a — b. Solutia devine:

+b 1 :
Y = aror e =a e’ 4+ b ‘ el7.
—2a — b - 2bx -2 -1 -2z

care este tocmai solutia generala. In exprimare scalard, solutia generald arc forma

y1 = (a + bx) e, yo = (—2a — b — 2bz) e**
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Exemplul 8.7 Determinati solutia generali a sistemului diferential liniar neomogen

Ly = 6x1+xTo+t
o = dri+2z5+1

Rezolvare: Rezolviam mai intéi sistemul omogen. Matricea sistemului este
6 1
A=
5 2

6— A 1
5 2—-A

Ecuatia caracteristica este

=X —-8\+7=0

Rezolvind ccuatia caracteristicd, obtinem valorile proprii: A; = 1, Ay = 7. Pentru aceste

valori proprii obtinem vectorii proprii corespunzatori:

-1 1
v = , Vo =

Solutia generala a sistemulul omogen este

—1 1
X, = )2 e+ b e’
Lo 5 1

unde a s1 b sunt constante arbitrare. Pentru sistemul neomogen cautim o solutie par-

ticulard X, de acecasi forma ca Xj, cu deosebirea cd a i b sunt functii de ¢, adica de

X,L,———a(t)(:1 >ct+b(t) ( i )e"

Inlocuind in sistemul neomogen scris matriceal sub forma

t
X:AX+(1>

forma

obtinem
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Reducind termenii asemenea, avem
a —1 e+ b 1 e — t
5 1 1)’

—adet +be™ =t

din care obtinem

Sa’et +be™ = 1

L=ty 145t

Rezolvind acest sistem, deducem a’ = e ". Integrind, ob}inem

R S 5 2\
a—ﬁte , b= <42t+49)e

Solutia particulard a sistemului neomogen devine
-1 1
X, = lte“‘ et — 3t + 2 e "t et =
6 5 42 49 1
_ lt -1 5t+2 1)y 1 —14t — 2
6\ 5 42" 49)\ 1] 49\ 35t—2

Solutia generald a sistemului este

T -1 , 1y ., 1 (-14t-2
X=Xpn+Xp,= =a e +b e 4+ —
To 5 1 49\ 35t-—2

Sub forma scalard solutia sistemului este

1 1
T) = —aet + be™ + 9 (—14t — 2), zo = bae’ + be"* + 9 (35t — 2)

Exemplul 8.8 Determinati solutia gencrala a sistemului diferential

dy

2 = k
dzx z
dz
-

0

Matricea sistermulu este ( ) , lar ecuatia caracteristica este

-2k
-k =X

=M+E =0
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Rezolvind ecuafia caracteristicd, obtinem valorile proprii: A; = —ik, Ay = +ik. Cal-
culdm un vector propriu corespunzitor valorii proprii A = —ik. Pentru aceasta trebuie sa

rezolvam sistemul
ik k T\ 0
-k ik To 0

Deducem imediat o solutie, v = ( ) Solutia corespunzitoare a sisterului diferential
1

. ' ) ok k
u={"ews=|(" (coskz —isinkz) = S e +1 cos
1 1 cos kzx —sinkzx

Pentru valoarea proprie conjugatd, A = ik, vom obtine solutia conjugata

~ sin kx . coskzr
U= —1
(cosk.’c) (—sinkr)

Din aceste doud solutii complexe conjugate putem obtine doud solutii reale, care formeazi

este

sistem fundamental de soluti:

U+ U sinkx
Ul == = s
2 coskz
U, — U—.[j: coskx
2 —sinkz
Solutia generala va fi

1 cisinkz + cocoskx
J = ClUl + C2U2 = ! 2 X y
4 ¢y cos ki — cosinkz

unde ¢; si ¢; sunt constante arbitrare. in exprimare scalard, solutia generald este

y = cysinkz + cacoskz

z = cycoskr — cosinkzx

8.1.7 Interpretarea mecanica a sistemelor diferentiale normale
Solutia ; =z, (), -+ ,Zn = Z, (), t € I, a sistemului

% = Xl(t7$1:"'1‘rfl)

&L@'
|

- Xn(t)$l)..-7mn)
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in care t este considerat timp, corespunde migcirii unui punct material in spatiul 7— dimensional R”™.
Acest spatiu se numegte spatiul fazelor, iar curba descrisi in el de punctul mobil (z; (t) vy Zn (1))
se numeste traiectoria migcarii. Reprezentarea parametricd a acestei traiectorii este
z, = z,(t)
,tel,
T, = Zp(t)

i se mai numegte reprezentarea parametrici a migcarii.

Exemplul 8.9 Gisiti traiectoria sistemului diferential

d:r_:z:2
da oy
dy_

a D

care trece prin punctul M (2,3).

Rezolvare: Derivind ecuatia a doua i {inind cont de prima ecuatie, ob{inem succesiv

Py _ de_a’_1(dy)’
a2 dt oy oy \dt)’

y
d>y dy\ 2 d (1dy
Y~ — \ =5 =0, =l-7)=0,
dt? dt dt \y dt

din care deducem

ldy
ydt
C fiind o constantad. Aceasta ccuatie cu variabilele separabile ne conduce la
d
= = cadt
Y
Integrind, obtinem
y = De“*
De aici deducem
d
z =" = CDeC!
dt

unde D este o constanti arbitrari. Asadar solutia generali a sistemului este
r = CDe*
y = De“!

Din aceste relatii, eliminind pe ¢, deducem ci traiectoriile sistemului pot fi exprimate sub
forma z = Cy, adica sunt linii drepte. Pentru traiectoria cdutata trebuie ca 3 = 2C, deci

C= % Traiectoria cdutatd este dreapta de ecuatie 2y — 3z = 0.
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Exemplul 8.10 O substantid A se descompune in doud substante P si Q. Viteza
de formare a fiecireia din ele este proportionald cu masa de substantd A ne descompusa.
Determinati masele x si y din substantele P si respectiv Q la momentul ¢ dacad dupa o ord
de la inceputul procesului descompunerea este T = g, y = %", unde a este masa initiald
din substanta A.

Rezolvare: In intervalul [t,t 4+ At] au loc relatiile aproximative
Pt 4 A —z(t) ~ k(a—z(t)—y (D) At
y(t+At) —y(t) ~ k(a—z(t)-y(t)) AL,

unde k; si k; sunt constante de proportionalitate specifice procesului. Impartind cu At

s1 trecind la limita pentru At — 0, obtinem sistemul de ecuatii diferentiale al procesului:

dy
- —z— 13
" ko(a—z —y) (8.13)

cu conditiile z (1) = ¢, y (1) = 2. La momentul ¢ = 0 avem z (0) = y (0) = 0. Adunind
ccuatiile si notind x 4+ y = z, obtinem ccuatia diferentiald cu varabile separabilc
dz
X = (k1 + k2) (a — 2)
Deducen succesiv

dz

< —da

= — (ki 4+ kp)dt, In(z—a) = —(ky + ko)t +1InC, z =Ce itk L ¢

Revenind la sistem, obtinem

dx
2 = Ckye (kitk)t
dt 1€
dy ,
22 = (koo Uatka)t
dt 2C )
din care deducem imediat
Ck,
r(t) = ———e itk p
( ) k] + kg
Cks
t — ;) - (k1+k2)t — D
y (1) T kg(’ +a
Din conditiile z (0) = y (0) = 0, deducem
ak, _
x(t 1 — e~ (tha)t
( ) ki+ ko )
ak2
t 1 . e—(k1+k2)t
y(t) ks + ko ( )
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Din conditiile z (1) = £, y (1) = 32, deducem

e _ _ak g e~ (k)
8 ki + ko
3a @k g~ (kr+2))
8 ki + ko

. .. P . —(k -1 c  k 1 _: k
Adunind si simplificind cu a, obtinem e~(1+k2) = 2-1 apoj i = 19 5k

sistermnului diferential devine

8.2 Exercitii propuse

1. Se considera sistemul
Y1 =91+ 92
{ Yo =y1— Y2
Aritati cd

1 = (\/5 + 1) eV + c2 (\/5_2 - 1) e"‘/il,
_ V2z —V2z

Yo = C1€ — C2€

149

= %. Solutia

este o solutie a sistemului, oricare ar fi constantele ¢; si ¢;. Pentru accst sistem,

relatiile

—1) Yo = Qﬁcleﬁr

V2
V2 + 1) Yo = —2\/5(:26_\/_&

v —

v+ (
(

reprezintd integrala generala.

2. Sa se arate ca sistemul
N=y—y+z
{%=w+m+1
are solutia

z+1
2

y1 = €°(cicosx —cosinz) —

z
y2 = € (¢1sinz + cacosz) + 3

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 150

(B4

oricare ar fi constantele ¢; gi c;. Si se determine solutia astfel incit y; (zo) =

49, y2 (z0) = 19, unde zo, ¥ si ¥ sunt numere date.
S& se integreze sistemul diferential
Yy —2y—2z=0, 2 —y—22=0,

cu conditiile y(0) = 1,z(0) = 1 si apoi y(0) = 0,2(0) = 1, folosind metoda

aproximatiilor succesive.

Determinati solutia generald a sistemelor diferentiale:

() =L, &2,

(b) %zz_;l’%;zﬁ§

(c) £=—2 E£=12;

(d) & =-¥ gy &2,z
() & =5 &= ah
%:wz,‘i—izwy.

Decterminati sistemele fundamentale de solutii pentru sistemul diferential liniar i
omogen:
i + 91 + 12y0 + 5y3 =0
Yo — 5y — 6y —3ys =0
Ya—y1— 4 —ys =0

. Determinati solutia generala pentru sistemele diferentiale liniare de mai jos:

(a) ¥ —y+z =A™, 2/ + 4y + 2z = pe™;

) Yi+y—ye=4c+1, yh— Yy —yo = —22° + 2z — 1;
() ¥
(d) 91 =2y + 4= 0, 1o — y1 — 2y»;
e) ¥

—5y1 — 4y =0, yp — 4y — 5y2 = 0;
3+ —1=0,y+y1 =50+ y3 =0,y —y1 + y2 — 3ys = 0;
1~ +Y+y=0v—3y1 —y2+3ys =0, y3 + 4y + 2y> —y3 = 0.

1= 4+ =0 y—y — 2y, = 0.
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) ¥i—v—v=0, - —Y+yu=0,y3—yp—y =0
(1) ¥ +y2+2y3=0, 95 —y1 — y2 =0, 5y + 6y, — 8y = 0.

8. S4 se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii diferentiale liniare:

(a) ) = z1 + 2z, 7 = 4x1 + 3z

(b) ) =z, b = —xy;

(¢) =4 =1 + 529, b = —x1 — 3;

(d) i =z1+ 22, Th=7; + T2+ ¢

(e) zi| +2z; + zo = sint, T, — 4x; — 215 = cost;
(f) 2\ + 221 + 4z = 1 + 4¢, o) + 31 — 22 = 2%

! L ! .
(8) 7\ =22, 75, = 13, T4 = Ty;

! ’ ’ .
(h) 1,'1_—‘.’172+1L‘3, I2=IE3+$1,.’L‘3=.’L‘1+.’L‘2,
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Ecuatii diferentiale de ordin superior

9.1 Notiuni fundamentale si exemple

Forma generald a unei ccuatii diferentiale de ordinul n este

dy d"y
F (I’y’a’.“’dm" :O’ (91)
k]
unde F: D C R™? — R este o functie care depinde efectiv de d_; Forma normald a unei ecuatii
X
difcrentiale de ordinul 7 este
d™ d d™ '
J :f 37,?/=—y»"'» J ) (92)
dz dx dzm 1

unde f : B C R™! — R. Prin solutic a ecuatiei diferentiale (9.1), sau (9.2), se intelege o functic de

forma

¢: I —R,

unde I C R este un interval. cu proprietatea

, oy o 4" _
rer=F (206, 2@, Th @) =0
- | &g (z) de(z) A e(a)
1:€I=>—d$n = (:n,d)(.c), e R s )

Observatie. Solutia se indica uneori prin: ” y = ¢(z), = € I . Pentru exprimarea unor
proprietati in care intervin solufii, uneori, prin abuz de limbaj, o solutie se desemneazd sub forma ”
Y (’E) " intelegdnd ci este vorba de functia £ — ¥y (.’B) $1 nu de valoarea acestei functii in punctul .

152
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Exemplul 9.1 Pentru ecuatia diferentiald de ordinul 2

d’y  _dy

22 Cdn + zy — 2 =0,

functia y = ze®, = € R, este o solutie. Intr-adevir, ficand calculele rezults

d2 T d T T I
d—mz(me )—xa(xe )+ z(ze®) —2e* =0, (V) z€R

Curbi integrald. Graficul unei solutii a unei ecuatii diferentiale se numeste curbi integrald a

acelei ecuatii diferentiale.

9.1.1 Problema Cauchy

Problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiald de ordinul 7. consta in determinarea unei solutii a acelei

ecuatii diferentiale, y = y (:17) , T € I, care si verifice conditiile

d 1y -
3 Jgn 1 (o) = v5 ', (9.3)

sau conditii Cauchy. Aceasta solutie se noteazd prin y = y (a:; ZIo; yg, yc],, .- ,yg’ﬁl) .

9.1.2 Solutii

Solutia generald. Se numeste solutie generald a unei ecuatii diferentiale de ordinul 7. pe mulfimea

E C R"’+l, o familie S de solutii ale acclei ecuatii diferentiale cu proprietatea
(mo,yg,y(l), e ,yg'"l) ceE=uy (m;a:o;yg,yé, NI 1) €S
Solutia generald se indica de obicei sub forma unci solutii care depinde de N constante arbitrare:
y=¢(c,c1,...¢1), €1l . CR, (c1,...c,) €J CR",

unde ¢y, ..., C, sunt parametri. Aceastd solutie trebuic si aibd proprictatea: pentru orice punct

(:L'o, yg, yé, SR yg‘l) din F existd un set unic de numere (Cl 0y-++,Cno) € J astfel incat

R -] )
3/(%-’170,1/0,110:"',?/3 ):¢(I1C10’---)cn0)a-EEI(:IO,...,C,,O

Solutie particularid. O solutie a unei ecuatii diferentiale, care apargine unei solutii generale a

acelei ecuatii diferentiale, se numeste solutie particulari.
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Observatie. O solutie particulara se obtine din solutia generald pentru valoari particulare ale
parametrilor.

Solutie singularda. O solutie a unei ecuatii diferentiale de ordin superior, care nu este solutie
particulard, se numegte solutie singulara.

Integrald generala. O relatie de forma
g(xay) =0, (a:,y) efNNc R2’

unde g : {2 — R este o functie datd, se numeste integrala a unei ecuatii diferentiale de ordin superior,
dacil aceastd relatie defineste implicit pe ¥ ca functie de =, pe un interval I C R, gi aceastd functie
este solutie pe I a acelei ecuatii diferentiale de ordin superior. Prin integrald generald a unei ecuatii

diferentiale de ordinul 72 se intelege un sistem de 7 relatii de forma

d a1y
Gl (‘T’y,ﬁ)'“ ~—J> =0

" dzn?
.................. , Gi -EC Rt R, (94)
dy dly
Gn -’E,y,a,‘“,drn,l = Cn
cu urmitoarele proprietati: pentru fiecare punct (.’Eo, yg ) ycll, ety y{)‘ ~1) € E sistemul
o dy dly\
1 ?C,y,aa"',m =G0
.................. , Cip = Gi (;1;0’ yg, ycl’, .. ,ygml)
dy dn—l
Gn (T1 Y, d—.’II" ) dz 1) Cno
| y  dvly
definegte implicit pe §y, —, - -+, —— ca functii de Z, pe o vecinitate Iy a lui T sub forma
dz dzn!
dy d*ly
’y=¢(17)aa = a (I),“',W = an-1(x)

astfel incat y = ¢ (JZ) , si fie solutie pe I a ecuatiei diferentiale considerate si

¢(Io) = 98,45' (Io) =m (Io) = ycl), Ty, ¢(nm1) (1‘0) = Qg (370) = y{,“l

9.1.3 Exemple

FEcuati de forma ’y(n) = f(z) . Presupunem ci f : E C R — R, este o functie continua. Atunci,

pentru orice g € E functia reala

T

! !/(x—t)""]f(t)dt+Pn_1 (z), (V)z € E,

¢(l‘)=m

To
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unde P,_; (:I:) = yo I(:ol)' -+ y tE + yo, este solutie §i verificd conditiile initiale

d) (IO) = yga ¢, (:EO) = yéa et ’¢(n—l) (:EO) = yg—l’

oricare ar fi numerele yg, y?, SN yg_l. Observiam ci daci f (a) = 0, pentru un numar @, atunci

ecuatia admite solutia constanti y = a.

A’z
Exemplul 9.2 Ecuatia diferentiald — i = f(t), unde f este o functie continui dat4,
t
are solutia generald z = / (t—2) f(2)dz + Cit + C,, unde C; si C, sunt constante

- to
arbitrare.

Exemplul 9.3 Ecuatia diferentials y” = 6z are solutia generali y = 2% + C,z + C,,

C, si (5 fiind constante arbitrare.

Exemplul 9.4 Determinati solutia ecuatiei diferentiale y” (z) = a, unde a este o
constantd, care verifici conditiile initiale y (zo) = vo si ¥’ (To) = ¥4
Rezolvare: Dupi prima integrare, intre o si x, deducem v’ (z) — y; = a (z — zo) , iar

dupé a doua integrare deducem

a
.7/(33)=§($*Io)2+y6(ff“$o)+yo

Ecuatiile de forma F (.T, y("), .. ,y(k+p)) = (, in care lipsec functia necunoscuta si derivatele
sale pani la ordimul £ — 1, se rezolvi prin schimbarea de functie y(k) = 2. Derivind, obtinem imediat
y+) = () ... ,y(k+p) = z)_ Ecuatia devine F' (.’E, z,2(0 ... ,z(p)) = 0. Deci avem de rezolvat
o ecuatie de ordin P, adici cu k unitéti mai mic. Legdtura dintre cele doui ecuatii este urmitoarea: daci
z = u () este solutie pentru ecuatia F (.’C, 2,20, ... ,Z(p)) = 0, pe un interval I, iar y = v () este
solutie pentru ecuatia y(k) = u( ) pe acelasi interval, atunci y = v( ) este solutie pentru ecuatia

data.

Exemplul 9.5 Determinati solufia generald a ecuatiei diferentiale de ordinul doi
4y + (y")" = dzy"

Punind 3 = 2, obtinem ecuatia diferentiala de ordinul intai 4z + (2')° = 4z2/, sau
z=1z2 +3 (z')?, care este o ecuatie Clairaut. Solutia sa generals este z = Cz + 3C2

Revenind la substitutie, avem ¢’ = Cz + 1C?, de unde deducem
4

y=%1:2——%C2z+C'2=Clx(m—C’1)+Cg, (Cl=g),
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3
fi corespunde y = — + Cj.

3

) = (), omogene in ¥ si derivatele sale, se reduc la ecuatii

cu C; si C, constante arbitrare. Solutiei singulare z = 2

(n)
Ecuatiile de forma F (:1:, z, e v
Yy Yy

de ordinul 7 — 1 prin substitutia ¥y _ z.

Exemplul 9.6 Determinati solutia generali a ecuatiei diferentiale omogene in y, ¥’
siy”:
2
zyy" +z(y) —yy' =0
!

Punind £ = z,avem i = yz, ¥’ = y'z +y2' = y(2° + 2’) . De aceea ecuatia devine
)

oy (22 +2) + 2?2 — P2 =0

Impartind cu zy?, se ajunge la ecuatia de tip Bernoulli
1
2 - —z=—27°
z
T " y
Rezolvind aceasti ecuatie, obtinem solutia z = 210 Inlocuind z cu =, vom obtine
z 1 )
y' .
v EiC Integrind incd o datd, obtinem y = Cyv/z? + C). Solutia y = C; nu este
Y z 1

inclusi in solutia generald, deci este solutie singulara.
Ecuatiile de forma F' (y, y® y(")) = (), in care lipseste variabila independent, igi reduc
ordinul prin schimbarea de functie si de variabilid 3/ = 2 (y) , in care z va fi noua functie necunoscuta,

iar ¥ va fi noua variabild independent.

Exemplul 9.7 Determinati integrala generald a ecuatiei diferentiale
2
(1+y*)yy" = (3" —1) (v)
Punind ¥’ = 2 si luind pe y ca variabili independenti, obtinem:

" d_yl_%@_% 2 % . 2 2
y dz_dydz_dyz’( +y)ydyz_(3y 1)z

d
Simplificind cu z, obtinem (1 + y?) y-d—z = (3y? — 1) z. Separind variabilele, obtinem
Y

dz 32 —1

z U+
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Integrind, gisim: In |z| = 21In (1 + y®)—In |y|+1n|Cy|, sau (—1% = C;. Intorcindu-ne
)
la functia y, obtinem

Yy _
(1+92)°

Integrind incd odatd, gisim integrala generald ; :y = —2C1z + C5. Cand am impartit

cu z am pierdut solutiile corespunzitoare lui z = 0, adici lui ¥’ = 0. De aici deducem
solutiile singulare y = C3, unde Cj este constanta arbitrara.

Ecuatii care pot fi parametrizate. Considerim ecuatia diferentiald
F (a:,y(")) =0,

unde F' este o functie daté, care nu poate fi explicitati in raport cu y("), dar existd doua functii  si
% astfel incat ' (¢ () , 9 (t)) = (), pentru orice t dintrun interval I. In acest caz notdm z = ¢ (t),
y(") = 1) (t) si procedim astfel:

dy" ) = o= (O )t =y V= [V Odt+Ci= i (6C),

dy™? = y"Vdz = (£C)) ¢ (t)dt =y = / i (HEC) ¢ () dt+ Co =
= 1/)2 (t’ Cl7 C2) )

Contimiind procedeul, ajungem la: 3 = ¥, (t; C.Cy, -, Cn) , iar solutia generald se reprezintd

parametric sub forma

z = ¢(t)
Yy = "/”n (tvcl, CQ) T C‘n)

Exemplul 9.8 Ecuatia diferentiald ¢¥' + 3" = x se poate parametriza sub forma:

T =¢" +t, y" =t. Deducem succesiv:
/ " ].
dy = ydxzt(et+1)dt:>y'=/t(et—{—l)dt:(t—l)ct+§t2+Cl,
1
dy = y,dﬂ? = [(t — ].) et -+ §t2 + Cl] (et + 1) dt =
e, 1o t t 3\ o

t2 t
+<5+Cl—“1>6t+g+clt+02
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Solutia generald are forma parametrici

z = e+t
t 3\ o [t R
= (-2 — ~1 —+Cit+C
Yy (2 4)6 +(2+Cl >e+6+ 1t +Co

Integrale prime si factori integranti. Daca exist3 ¢ (:1:, vy, -, y("‘l)) astfel incat

i roo. (n—1)
dxd)(l',y,y, Y,

atunci solutiile ecuatiei diferentiale ¢ (.’L‘, v,y ,y("" 1)) — C; = 0 sunt solutii ale ecuatiei difer-

F(Iayay,7"')y(n) =

entiale
F (:v,y,y', ce ’y(n) =0
Functia ¢ (.’L‘, Yy e, y("f 1)) este numit# integrald primi a ecuatiei F' (.’E, v,y - ,y(") =0.
Uneori se poate determina un factor integrant, adicd o functie (:E, Y, Y, - ,y(")) astfel incat sa

existe ¢ (.’l:, Y, Y, ,y("ﬂl)) cu proprietatea

d B
wl(z,y g y™) F(zy,y, -, y") = ¢ (z, 9,9, ,3™ ")

Exemplul 9.9 Ecuatia diferentiala

"

Yy vy’
y// 1+ (y,)2

1
se poate scrie sub forma ;i(_ [ln ly"| — gln 1+ (y')2)] = 0. De aici deducem
T

In |y"| — g In (l + (y')z) = In|Cy|, sau

o = O
(1+@)7)
Ultima ecuatie se poate scrie si ea sub forma
d y
d—' J— -C 1zl =0
S RVARN(SS
yl
Prin urmare — Cz = (). Integrind aceastd ecuatie, obtinem relatia
1+ (y)*

(x —a)’+ (y — b)* R?,

unde a, b 51 K sunt constante arbitrare.
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Exemplul 9.10 Determinati integrala generald a ecuatiei diferentiale

2 ’
vy +20° (v)" + (v)" - Zy =0
Inmultind cu g = L obtinem
vy
/
2
?+2yy’+%—;=0, (95)

care se poate scrie sub forma

d
- [Inly'I+y*+1n]y| - 2In e[} =0,
asa ci Iny'|+y* + Inly| — 2In|z| = In|C|, deci

ey’ — Ciz? =0

Ultima ecuatie diferentiala se scrie

df1,. G
— 2V — 23 =
d:r:[2e 3“”] 0

din care deducem integrala generala

Cand yy' = 0, rezultd y = Cs, C; fiind o constant3 arbitrard. Aceasti solutie rezultd din

integrala generald, deci nu este o solutie singulara.

Exemplul 9.11 Ecuatia lui Liouville,

v + @)y + Fy) ) =0,

unde f, si F' sunt functii date, devine, dupa inmultirea cu p =

1
Yy

’” d I Yy

L t@eray - i+ [ f@ e [ Fuan] -0

Prin urmare In |¢/| + f:o f(z)dz + f:’ F (y)dy = In |C)|. Putem scrie aceastd relatie sub

o y = Crexp (—/z:f(w)dm-/yoyl’(y)dy)

Integrind incd odatd, obtinem integrala generald a ecuatiei Liouville:

/y:exp (/y:F(y)dy) dy=Cl/z:exp (/x:f(:c)dz) dz + C;
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9.1.4 Ecuatii diferentiale liniare.
Prin ecuatie diferentialé liniard de ordinul n ( ne N*), se intelege o ecuatie diferentiali de forma
a0 () y™ +a; (@) y™ V4 -+ a1 (@)Y +an(z)y=1(z), (9.6)

in care functiile a; : I = [a, b] — R, 0 < i < n, se numesc coeficientii ecuatiei, iar functial : ] = R
este numita termenul liber (sau perturbator) al ecuatiei. Dacd l (I) = () pentru orice T € [a, b] , atunci

ecuatia se numegte omogend. Ecuatia se numegte neomogend dacid nu este omogena.

Teorema 9.1.1 Daci coeficientii a;, 0 < © < n, si termenul liber | sunt functii continue pe inter-
valul I = {a,b], iar ag (z) # O pentru orice x € I, atunci ecuatia diferentiala liniard (9.6) admite

. . - . . -1,
solutia unicd y = Y (x;:z:o; yg,ycl,, Y0 l) , £ €I, pentru oricexo € I 5iyg, ya, -+, Y8~ " din
R.

Teorema 9.1.2 Functia L, : C™ [a,b] — C°[a, b] definitd prin

n -1

Lnly) = ao() 22 + o1 (2

4ot Ay (m)%—l—an(a:)y (9.7)

ey
d:l’,'"’—l

pentru orice y € C™ [a, b} , este o transformare liniard.

Observatie. Ecuatia (9.6) se poate scrie sub forma Ly, [y] = [ (z). Ecuatia liniard omogen are

forma L,, [y] = 0.

Teorema 9.1.3 Multimea soluliilor ecuatiei omogene este un subspaliu vectorial n— dimensional al
spatiului vectorial C™[a, b].

O bazi a acestui subspatiu este multimea {y], sy yn} , unde ¥; este solutia care verifici conditiile
initiale

yz(j-])(I:O):(s‘ija 1<i<n, 1<j<n

Observatie. Orice multime formata din 71 solutii liniar independente ale ecuatiei omogene formeaza
o bazi a spatiului ker (Ln) . Agadar, orice solutie a ecuatiei omogene este o combinatie liniard a acestor
71 solutii.

Wronskian. Fie I un interval real, m € N* si y; € C™ 1 (I), 1 < i < m. Prin wronskian al

functillor Y1, - - -, Ym se intelege functia W[yl, cen ,ym] : I — R, definiti prin determinantul
y1(x) va(z) -+ ym(z)
n(z) Ya(z) Y (T)
Wiy, yml(@) =| . ) , " , (V) zel

m—1 -1 m—1
v V@) W) - v V()
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Teorema 9.1.4 (Liouville) Daci yy,- -, Yn sunt solutii ale ecualiei omogene, atunci

Wiyi, -+, 4a](@) = Wlys, - -, yn)(0) exp (— /; 2 Egdt) :

pentru orice T,Xo € I.

Teorema 9.1.5 Solutiile Y1, - -, Yn, ale ecuatiei omogene (??), sunt liniar independente dacd i

numai dacd wronskianul W [yq, - - - Y] nu se anuleazi in I.

Observatie. Tinand cont de teorema (9.1.4), teorema (9.1.5) se poate formula astfel: Solutiile

Y1, *, Yn, ale ecuatiei omogene sunt liniar independente daci gi numai daci exista zo € [ astfel incat

Wy, -+ - yn] (o) # 0.

Solutia generald. Multimea {yl, - ,yn} , de solutii ale ecuatiei omogene, se numegte sistem
fundamental de solutii daci wronskianul W [yl, <o ,yn] nu se anuleaza in nici un punct din /.

Observatii. 1) Pentru ca multimea {41, - -, yn} ,de solutii ale ecuatiei (77), si fie sistem funda-
mental de solutii este necesar si suficient ca wronskianul W [yl, - ,yn] sa nu se anuleze intr-un punct
din 1.

2) Un sistem fundamental de solutii al ecuatiei omogene este o bazi a spatiului solutiilor acelei

ccuatii.

Teorema 9.1.6 Daci {y1, '-,Yn} este un sistem fundamental de solulii ol ecualiei omogene,

atunct solutia generald a acestei ecualiei este

y=ciyr+ -+ Cagn

unde ¢;, pentru 1 < 1 < n, sunt numere arbitrare.

Teorema 9.1.7 Solutia genernld a ecuatiei diferentiale neomogene (9.6) are forma y = Y + Ypart,
unde Yy, este solufia generuld a ecualiei omogene asociale, iar Ypart €ste o solulie particulard a ecuatiei

neomogene (9.6).
Teorema 9.1.8 Ecuatia diferentiald liniard neomogend (9.6) admite o solutie particulard de forma

Ypart = C1 (T) Y1 + -+ + ¢ (T) Yn,
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unde {y1, “eey yn} este un sistem fundamental de solutii al ecualiei diferentiale liniare omogene asociale,

iar functiile ¢; (J:) y yCn (:B) verificd sistemul
[ dn(@) (@) =
Gy (@) 4 +dah(@) = O
. (9.8)
Ay @+ (@) = 0
_ - [ (z)
(n—-1) . y  (n—-1) —
L (’lel ('T) + + Crlin (IL‘) ao (JI)

Observatii. 1) Solutia particulari Ypars a ecuatiei neomogene, mentionatd de teorema, are aceeasi
form3 ca solutia generala a ecuatiei omogene, i anume €Y1+ + -+ Cp¥n, cu deosebireacici, 1 <1 < n,
sunt in acest caz functii, nu constante. Din acest motiv, metoda expusi in teoremd, prin care se determind
o solutie particularid a ecuatiei neomogene, este numitd metoda variatiei constantelor.

2) Sistemul (9.8) se rezolva in doua etape. In prima etapi sistemul (9.8) este considerat ca sistem
algebric liniar cu necunoscutele Cﬁ, 1 € 7 < n. Sistemu] este compatibil deoarece determinantul sis-
temului este nenul, fiind tocmai wronskianul sistemului fundamental de solutii {yl, sy y,,} . Rezolvand
sistemul obtinem solutia ¢} = ¢; (z), pentru 1 <7 < 7, unde ¢; : [a,b] — R sunt functii continue,
rezultate in urma unor operatii algebrice cu functii continue, impuse de rezolvarea sistemului algebric.

in etapa a doua se determina ¢; ca primitiva particulara a functiei ¢;, 1 <1 < n.

9.1.5 Reducerea ordinului.

Teorema 9.1.9 Daciu,v € C"[a, b atunci

n n
L, [uv]zz Zan__jc;cu(j—k) O

k=0 | j=k

Observatii. 1) Daci 4 = €™ atunci, deoarece uU %) = r75¢™ _ are loc egalitatea
’ B

n K7(1k)
L,[e™v] = Z%v(’c) e, (9.9)
k=0 )

n
unde K, [r] = Zan_j'rj =agr 4+ a;™™"  + -+ AT + .
=0
2) In particular, pentru m < n, avem

Ly [e"z™ = [Ky[r]z™ + CL K [r]z™ ' + -+ - + CK{™ [r]] €=
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3) Daci ¥, este o solutie a ecuatiei diferentiale liniare omogene, adick are loc egalitatea L,, [yl] =0,
atunci functia Yy = Y;v este solutie a ecuatiei diferentiale Ly, [y] = [ (), daci si numai daci v este
solutie a ecuatiei diferentiale

n n
k, G=R) | (k) —
3 [$en ] o160
k=1 Lj=k
Notand v() = 2 , ecuatia de mai sus se transformi in ecuatia de ordinul n — 1

> [Z aniC} yﬁj‘k)} 25D =1(z)

k=1 Lj=k

9.1.6 Ecuatia diferentiala liniara de ordinul doi.
Exemplul 9.12 Considerim ecuatia diferentiald de ordinul doi
y' +ai(z)y +az2(z)y=0
unde coeficientii a; si as sunt functii continue pe un interval [a,b] . S8 presupunem ci y,
este o solutie a acestei ecuatii, care nu se anuleaz in {a, b]. Ficand schimbareay = y; (z) v

deducem ca y este solutie a ecuatiel considerate dacd g1 numai daci v este solutie a ecuatiei

diferenfrale
[a1 (z) y1 (x) + 231 ()] V' + 31 (2) " =0
Notand v" = z, deducem ecuatia diferentiala

P (al (z) +2zi g;) 2=0

care admite solutia

zzmcxp [—/z:al (t)dt] , T € [a, b

unde g este un numdr oarecare din [a, b] . Revenind la v' = z deducem o solutic

v = 1 xp[_/sal(t)dt]ds,xe[a,b],

To [yl (5)] 0
din care deducem solutia

Y2 =1 (I)/I:mmp [_/I:al (t)dt} ds

independenta de y;. Deducem c4 solutia generald a ecuatiei considerate este

Yy =1y + C2yo

unde c¢; si ¢ sunt numere reale arbitrare.
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Exemplul 9.13 Considerim ecuatia diferentiald liniara

Y +p(z)y +q(@)y=f(z),

unde p, ¢ si f sunt functii continue date, definite intr-un interval I = [a,b], si un sistem

fundamental de solutii, {y1,y2}, al ecuatiei omogene. Notam

w _ ¥ (z) a2 () wlz. t) = v (t) v2(t) K (r.t) = w (z,t)
@) vi(z) vy(z) |’ (@) yi(z) y2(7) | T
Deducem
W' (.’L‘ t) _ n (t) Y2 (t) ” (.’L‘ t) — n (t) Y2 (t)
o vi(@) v | T yi (z) v5 ()

siw(z,z) =0, w, (z,z) =w(z). Dar

Y1 (1) Yo (t)

—p(z) v (2) —q @)y (z) —p(2)ys(z) — q(2)y2 (2)
= —p(x)w; (z,t) —q(z) w(z,?)

wh (z,t) =

X

Vom arata ca .
z(x) = / K (z,t) f(t)dt
g
este solutie particulard a ecuatiei neomogene. Derivind functia z () , obtinem:

Z(x) = K(.’B,.’L’)f(l‘)+/IK;_.(.’L',t)f(t)dt=/I%f(t)dt,

20 - s @+ [PEl e = @)= p() (0 - ()2 (0
Deci 2" (z) + p(z) 2’ (z) + ¢ (z) z (z) = f (2), ceea ce trebuia demonstrat.

Concret, ecuatia oscilatorului armonic y” + w?y = f (z), admite solutia particulard

z(z) = —I—/Isinw(x—t)f(t)dt

W Jz,
Intr-adevar, un sistem fundamental de solutii este format din y; = coswz si y» = sinwz.
Deducem

COSWI SIn WI

w(z) = = w,

—wSINWI WCcoswT
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coswl sinwt .
w(z,t) = ] =sinw(z —t),
coswz sinwr
K (z,t) = ﬂ“i@ 2(z) = f K (z,t) f (t)dt =
o

= %/zsinw(z—t)f(t)dt

zo

Exemplul 9.14 Ecuatia " + p(z) ¥’ + ¢(z) y = 0, se poate scrie sub forma

£ [g-u]

daci existd a si b astfel incat a + b= —p, ab — ¥/ = q. Intr-adevir,

d dy _d (dy _i _ @
o |E 0] - £(2) G- ran-

d? dy

- dl‘:z (a+b)‘—d‘+( b’+ab)y=
d*y dy

= d£2+pd +qy

Rezolvarea ecuatiei se face ast(gel:
a) Rezolvdm ecuatia d—z — az = 0. Obtinem imediat z = Ce!®, unde A (z) =
T
[ a(z)dz.

d
b) Rezolvam ccuatia d—y — by = 2, cu z determinat mai sus. Obtinem
x

y = [Cl + C/e‘“‘”%mz)dz] eB@),

unde B (z) = [ b(z)dz.

Daca p, g1 q sunt constante, atunci a si b pot fi alese solutiile zerourile trinomului
r2 + pr + q. In acest caz
A(z) = az, B(z) = bz,

Daci a # b, atunci solutia generala este

C
Y= [Cl + C/e(“”b)xd:c] e = Cre” + be“"
a J—
Dacd a = b, atunci solutia general3 este

y= [Cl + C/e%dz] e” = [Cy + Cz) ™

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 166

9.1.7 Ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Sistemul fundamental de soluii. Considerim ecuatia diferentialé liniard omogena

dny dn—ly
ao dan +a

dy
i — +---+an~12£+any=0 (9.10)

unde coeficientii a; sunt constante reale. In acest caz, coeficientii ecuatiei fiind functii constante definite
pe R, solutiile ecuatiei vor fi definite pe R.. Pentru acest tip de ecuatii diferentiale vom indica un mod
de a determina un sistem fundamental de solutii.

Fie L, : C™[a, b] — (0 [a, b] functia definitd prin

d"y d*ly dy
L. [y =a0:1_:c—"+ald$7i +"'+an—1£ + any

pentru orice y € C" [a, b] .
Teorema 9.1.10 Au loc egalititile

L,[e”"] = €“K,|[r],

L, [zFe™] = (Cor*Kn[r] + Car* 'KV [r] + - + CEK) [r]) €7,

unde

Kplr] =aor™ + ai7" ' + -+ an7 + an,

pentru oricek € N*, t € R sir € C.

Observatii. 1)Functia polinomiala K, [r| se numeste polinomul caracteristic al ecuatiei (9.10) .

2)Ecuatia K, [r] = 0; © € C, se numegte ecuatia caracteristica a ecuatiei (9.10) , iar radacinile
ecuatiei caracteristice se numesc radacini caracteristice.

3)Daca T este o radicind caracteristici atunci Y = €% este o solutie a ecuatiei diferentiale (9.10) .
Daca rddicina caracteristica 79 este multipld de ordinul 7, adicd anuleazd polinomul caracteristic si

derivatele sale pani la ordinul 712 — 1, deci

Ko [ro) = K}, [ro] = --- = K{" " [ro] = 0,
atunci
Y1 = €% yo=ze™% ..., yp=1x™ ™

sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (9.10).
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Teorema 9.1.11 Daci ecuatia caracteristicd a ecualiei difereniiale (9.10) are rddicinile distincte
ry,- -+, Tp cu ordinele de multiplicitate my, - - - , My §i M + - - - + My = N, atunci ecualia diferentiald
(9.10) admite sistemul fundamental de solulii

T rz mi—1,mz
enT, en®, , T e

e‘t‘zﬂ:, zer;z, e mm—lerza:

er,,a:’ zerp:c’ , zmp—lerp:l:

Teorema 9.1.12 Daci {y),...,Yn} este un sistem fundamental de solulii pentru ecuafia (9.10),

iar
z1 = oy + Pyz
z2 = YY1+ 6y
unde a, 3,7,6 € C, atunci {z1,22,Y3,...,Yn} este sistem fundamental de solutii pentru ecuatic

(9.10) dacé i numai daci ab — By # 0.

Teorema 9.1.13 Dacir; = o+ i gi ro = a — 13 sunt douid ridicini compleze conjugate ale
ecualiet caracteristice ale ecuatiei diferentiale (9.10), cu ordinele de multiplicitate i) = Mo = m,
atunci, tn sisternul fundamental de solulii dat de teorema (9.1.11), putem tnlocui soluliile complexe

L., g™ len®

cu soluliile reale

m--1

e cos Bz, ze*cos Bz, ..., 2 €™ cos Gz

e sin Bz, ze®Tsin B, ..., ™ e sin Az

§i setul astfel oblinut este deasemenea sistem fundamental de solulgi.

9.1.8 Ecuatia neomogena cu termenul liber cvasipolinom

Putem determina solutia generald a unei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti, neomogene,
pornind de la sistemul fundamental de solutii indicat de teorema (9.1.11) i folosind metoda variatiei
constantelor pentru obtinerea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene. Vom indica o altd metoda

de géasire a unei solutii particulare in cazul cAnd termenul perturbator este un cvasipolinom.
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Teorema 9.1.14 Considertim ecualia diferentiald liniars, cu coeficienti constanti reali, neomogeni

Ln [yl = 1(z)
in care termenul perturbalor este cvasipolinomul
[(z) = e** [P () cos Bz + Q (z) sin fBz] ,

unde o gi (3 sunt numere reale, iar P () i Q (z) sunt functii polinomiale cu coeficienti reali. In aceste
conditii ecualia consideratd admite o solutie particulard de forma

Yy, = Tpe®® [13 (z) cos Bz + Q () sin ﬂ:r]
unde P (:E) §i C:) (a:) sunt functii polinomiale astfel incat
deg P (z) = deg Q () = max {deg P (z) ,deg Q (z)} ,

iar p este un numdr natural, numit indice de rezonan{s, definit astfel: p = 0 dach o + i3 nu este
ridicing caracteristicd, gi p = M dacd & + i[3 este radicind caracteristicl, multipld de ordinul .

Observatie. Practic se procedeazi astfel: 1) Se determind elementele definitorii ale cvasipolinomu-
lui (:L') ta, 08, PsiQ.

2) Se verifici daca numirul « + 23 este radicini a ecuatiei caracteristice, determinindu-se indicele
de rezonanti p.

3) Se compune forma solutiei particulare, ca in teorema:
yp = Tpe** [P (z) cos Bz + Q (z) sin ,@x] ,

unde functiile polinomiale 13 (I) si Q~ (17) au coeficientii nedeterminati.

4) Se calculeaza derivatele pana la ordinul 7 ale lui ¥, si se compune identitatea

Lo [yp] = 1 ()

Tinand cont ci un set de functii de forma
{1, z,z2,- -, €T 1% 12e=, .. }

este liniar independent, se identifici coeficientii si se obtine un sistem algebric din care se determini

coeficientii functiilor polinomiale P (:L‘) gi Q (:L') .
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Exemplul 9.15 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale
yi’u _ 5yll+4y — (.’D+ 1) 631‘

Rezolvare: Rezolvim mai intdi ecuatia omogend. Ecuatia caracteristici este \* —
5A2 + 4) = 0. Rezolvind, obtinem ridicinile A, = £1, A34 = 2. Acestor ridicini le

corespunde sistemul fundamental de solutii

prin urmare solutla generald a ecuatiel omogene este

Yp = c1€7% + co + 36 + e,

unde ¢, ¢, c3 §1 ¢4 sunt constante arbitrare. Determinam o solutie particulard a ecuatici

neomogene. Deoarece termenul liber al ecuatiel este cvasipolinomul
(z4+1)e* = ¢ [P (z) cos Bz + Q () sin Bz},

deducem o =3, =0, P(z) =z + 1, Q(z) = 1. Numérul a +iJ = 3 nu este ridacind

caracteristicd, prin urmare ecuatia neomogena admite solutic de forma

Yp = > [(Ax + B) cos 0z + (Cz + D)sin0z] = (Az + B) &>

Calculind derivatele lui y,, inlocuindu-le in ecuatia neomogeni, simplificind cu €3 i
. o C e . . . ) 38
identificind coeficientii, obtinem un sistem din care deducem A = 08 B = ~1600°

Asadar solutia particulara dcvine

y (40z — 38),

? = 1600

lar solutia gencrald estc

1
=Y+ Yp = 10 T + o€ + cze I + 46 + —— (40 — 38
Y=Y+ yYp=cr¢ "+ 26" +cze T+ cye” + 1600 (40x )

Exemplul 9.16 Determinati solutia generald a ecuatiei difercntiale
y” —2y" — 9y + 18y = 182> + 18z + 14

Revolvare: Ecuatia caracteristicid a ecuatiei omogene este A3 — 22 — 9\ + 18 = 0.
Rezolvind, obtinem radicinile caracteristice: Ao = £3, A3 = 2. Sistemul fundamental

de soluti este
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deci solutia generald a ecuatiei omogene este
yn = c1e 3% + cpe®® + cze®?,
unde ¢, ¢; si ¢3 sunt constante arbitrare. Termenul liber al ecuatiei este cvasipolinomul
18z + 18z + 14 = * [(182z” + 18z + 14) cos Oz + 1sin Oz] ,

care are parametri a = 0, 3 = 0, P (z) = 18z%+ 18z + 14 51 Q (z) = 1. Deoarece numarul
a + 18 = 0 nu este radicind caracteristicd, rezultd ca ecuatia neomogend admite solutie

particulard de aceeasi formd cu termenul liber:
Y, = az’> + bz +c
Derivind si inlocuind in ecuatia neomogend, obt{inem
~4a — 9 (2az + b) + 18 (az® + br + ¢) = 18z + 18z + 14

Identificind coeficientii, obtinem: 18a = 18, 18b—18a = 18, 18¢—9b—4a = 14. Rezolvind,
obtinem: a =1, b =2, ¢ = 2. Asadar solutia particulara devine y, = 2% + 2z + 2. Solutia

generald a ecuafiel neomogene estc
-3z 3z 2z 2
Yy=yYnt+yp=cre " +coe +czeT+z°+2x+2

Exemplul 9.17 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale
y" — 5y + 4y = 3" + 34sinzx

Rezolvare: Ecuatia caracteristica este A2 — 5\ + 4 = 0, iar radicinile caracteristice

sunt A; = 1, Ay = 4. Solutia generald a ecuatiel omogene este

T Ax
Y = 1€ + C2€ ™,

¢; si ¢y fiind constante arbitrare. Vom determina o solutie particulard a ecuatiel neomo-
gene. Observam cd termenul liber nu este cvasipolinom, dar este suma a doud cvasipoli-
noame: fy (z) = 3e”si fo (z) = 34sin z. Notdm L [y] = y” — 5y’ +4y. Determinind solutiile
particulare y,, i ypo astfel incat L [y,] = fi §i L{ym| = fo, functia y, = yp1 + ype va fi

solutie particulari a ecuatiei date. Intr-adevir,

Lypl = L{yp] + L{ypa) = f1 + fo = 3¢* + 34sinz
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Comparind cu forma generali a unui cvasipolinom, deducem c3 parametri lui f; sunt
oy =1,0=0 P =35 Q =1, iar parametri lui fo sunt as =0, f2 =1, P =0gsi
Q=1

Deoarece a; + i3} = 1 este rddacind caracteristici multipla de ordinul 1, ecuatia
L[y] = f, admite solutie particularad de forma y, = ze®A. Inlocuind in ecuatie gi ficind
toate simplificdrile, obtinem A = —1. Deci y,1 = —ze”.

Deoarece as + i3, = 1 nu este ridicini caracteristicdi, rezults cd ecuatia L [y] = fo
admite o solutie particulara de forma yp; = acosz+bsinz. Inlocuind in ecuatie si ficind
toate simplificdrile, obtinem a = 5 si b = 3. Deci yp = Scosz + 3sinz. Asadar o solutie
particulard a ecuatiel neomogene este y, = —ze® 4 dcos + 3sinz, 1ar solutia generald
este

Y=1Yp+Yp = C1€" + 26" — 2z + 5cosz + Isinz

Exemplul 9.18 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale

y' +wy = f(z),

unde w > 0, 1ar f : R — R este o functie continui.

Rezolvare: Ecuatia caracteristicd este A2 + w? = 0, iar radicinile caracteristice sunt
A1,2 = $iw. Sistemul fundamental de solutii este: {coswz, sinwz}, iar solutia generala
a ecuatlel omogene este

Yp = €} COSWT + CosINWT,

unde ¢; §i ¢; sunt constante arbitrare. Pentru determinarea unei soluti particulare a
ecuatiel neomogene vom folosi metoda variatiei constantelor. Vom cauta solutie particu-

lara de aceeasi forma ca yp, dar cu ¢; si ¢; functin de z, adica
Yp = €1 (T) coswz + ¢z (T) sinwr,
Functiile ¢, (z) $i ¢ (x) verificd sistemul

cjcoswz + chsinwr = 0

—wc) sinwz + wepcosz = f (z)
Rezolvind acest sistem, obtinem

1 1
¢y = —;f (z)sinwz, ¢ = Zf (z) coswz
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Integrind, ob{inem

T 1 T
¢ = 1 / f (t)sinwtdt, c; = ;/ f (t) coswtadt,

W Sz Zg

Zo fiind un numar oarecare fixat. Solutia particulard devine

1 z 1 i
Yp = ——COS w:z:/ f (t) sinwtdt + — sin wx/ f (t) coswtdt =
w o W xo

1 T
= ;/ f(t)sinw(z —t)dt
o
Se observd imediat ci y, (o) = 0. Solutia generald va fi

1 T
y=yh+yp:clcoswa:+625inwa:+;/ f(@)sinw (z —t)dt
Io

Exemplul 9.19 Determinati solutia generali a ecuatiei diferentiale
Y + w?y = Asin kz,

A, k si w fiind constante date.
Rezolvare: Solutia rezulti din exercitiul precedent, pentru f (z) = Asinkz. In cele
ce urmeazd vom determina o solutie particulard a ecuatiei neomogene tinind cont ca

termenul liber este un cvasipolinom. Intr-adevir,
Asinkz = €* [0 - cos kx + Asin kx|

Parametri cvasipolinomului sunt: a =0, 3=k, P=1¢ @ = A. Numirul a + i3 = ik

este rddacind caracteristici numai cand & = w. In acest caz, forma solutiei particulare

este
Yp =z - [acoswz + bsinwr]
Inlocuind in ecuatia neomogeni, deducem a = 2 st b = 0. Deci solutia particulara
w
este y, = —— I coswz.
Yp %

Cand k # w, forma solutiei particulare este y, = acoswz + bsinwz. Inlocuind in

ecuatia neomogend, deducem a = 0 g1 b = Deci solutia particulara este y, =

w2 — k2

——— sinkz.
w2 — k2
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9.1.9 Ecuatia diferentiali a lui Euler

Ecuatia diferentiald a lui Euler este o ecuatie diferentiala liniara de forma

dny dn—l y dy
" —= 4 gz +---tap1z—+ay =1 9.11
Qg dzn 1 dzn-1 n—1 dz nY ( ) ( )
in care n € N*, ag, aq,...,a, sunt numere reale, dg ?5 0, iar termenul perturbator [ este o functie

reald, continui, definitd pe un interval de numere reale pozitive.

Teorema 9.1.15 Ecuatia diferentiald a lui Euler se reduce la o ecualie diferentiald liniard cu coefi-

cienli constanii prin schimbarea de variabila T = et.

Consecinte. Din demonstratie rezulti existenta numerelor b, by, - - - , b, astfel incat ecuatia lui

Euler (9.11) devine o ecuatie diferentiald cu coeficienti constanti

d"y arly dy
b b bn by =1 9.12
0+t + +1dt+y (e") (9.12)
A) Notim
y] Zan kiE
st

Ly, [y Z bn—; dt_‘l

Am stabilit cgalitatea By, [y ()] = Ly [y (¢')], din care rezulti ci solutici y = u (), a ecuatiei
Iui Euler (9.11), ii corespunde solutia y = u ((ft), a ecuatiei transformate (9.12). Reciproc, solutiei
y = v (t), a ecuatici (9.12), 1i corespunde solutia ¥ = v (Inx). In particular rezulti cgalitatea
FE, [.’ET] =L, [(,’rt] , pentru T = ¢

B) Avem

Functia polinomiala

On 1] = Zankrr—l) (r—k+1)+a,=
=Op+an1 T+ 2-r(r—1)+---+ap-r(r—1)---(r—n+1)
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se numeste polinomul caracteristic al ecuatiei lui Euler. Deci E, [z7] = ¢, [r] z".

Ecuatia ¢, [T] = 0; r € C, se numeste ecuatia caracteristici a ecuatiei lui Euler, iar radicinile
acestei ecuatii se numesc ridécini caracteristice ale ecuatiei lui Euler. Se observi imediat ci daci 7g este
o radacind caracteristici a ecuatiei lui Euler, atunci ¥ = Z™ este o solutie a ecuatiei lui Euler. Pe de

altd parte avem

L, [e"] = Ka[r]e™,

n
unde K, [r] = > bn_jT'j = bg+ bi7 + - - - + b, r™ este polinomul caracteristic al ecuatiei diferentiale
=0
L, [y] = 0. Deci ¢, [r] 2" = K, [r] €™, pentru = €, din care deducem ci ¢, [r] = Ka[r].

C) Rezolvarea ecuatiei lui Euler (9.11) se face prin intermediul ecuatiei diferentiale cu coeficienti
constanti (9.12), dar fard a face calculele efective prin care se obtine aceastd ecuatie. Determinarea
sistemului fundamental de solutii se face astfel:

1. Formim polinomul caracteristic ¢, [T] sl rezolvam ecuatia caracteristica.

2. Si presupunem ci am obtinut ridicinile caracteristice 7y,...,7p cu ordinele de multiplicitate
My, ..., My (m1 +- - -+my, = n). Deoarece aceleasi radéicini caracteristice are gi ecuatia cu coeficienti

constanti, rezultd ci aceasta ecuatie are sistermul fundamental de solutii

71t it my—1_ 71t
et te™t , L et
ev‘gt, te'rzt, e tmz——lergt’
rpt rpt =1 _rpt
et te™t, ... A 1

Sistemnul fundamental de solutii, corespunzitor ecuatiei lui Euler, se obtine inlocuind pe t cu Inz :

-1
™, zlnz, --- , 2 (lInz)™ ",
-1
2, zlnz, -+ , 272 (lnz)™ ",
-1
z, z*lnz, --- ,, 2 (Inz)"™

3. Daca toate radicinile caracteristice sunt simple, atunci sistemul fundamental de solutii este

4. Dacar, = a + 10 i 1, = a — i3, si m; = My = M, atunci in locul solutiilor complexe

z, zInz, --- , 2" (Inz

2, z™lnz, --- , 2" (Inz)™"!

)ml-—l ,

3
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se considerd solutiile reale

zacos(flnz), (Inz)zacos(Blnz), --- , (Inz)™ 'zacos(Blnzx),
zasin (flnz), (nz)zesin(flnz), --- , (Inz)™ 'zasin(Blnz)
Aceste solutii corespund solutiilor ecuatiei cu coeficienti constanti:
e*tcos (Ot), te**cos(Bt), --- , t™ e cos(ft),
e“tsin (Bt), te**sin(Gt), --- , t™ le**sin(Bt)

D) Pentru determinarea solutiei generale a ecuatiei neomogene ne bazim pe sistemul fundamental
de solutii ob{inut mai sus si, in general, folosim metoda variatiei constantelor pentru a gisi o solutie

particulard. Daci termenul perturbator are forma

L(z) =1(e') = e (P(t)cosft + Q (t)sinft) =

=za(P(lnz)cos(BInz) + Q (Inz) sin (flnz))

unde ¢ si J sunt numere reale, iar P (t) si Q) (t) sunt functii polinomiale, atunci putem céuta o solutie

particulara ¥, de aceeasi forma cu termenul perturbator, adici

yp = tpe™ (}3 () cos Bt + Q (t) sin ﬂt) =

= (Inz) pza [15 (Inz)cos (Anz) + Q (Inx)sin (Bln 1:)]
unde p este indicele de rezonanta (p = 0 daci « + 13 nu este radicina caracteristica, si p = m daca
@ + 103 este ridacini caracteristici multipli de ordinul m), iar 15 (f) si Q (t) sunt functii polinomiale
de grade egale cu maximul dintre gradele i P (t) si @ (1) .
Exemplul 9.20 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale
z%y" — 4zy’ + 6y = 5z
Rezolvare: Ecuatia data este de tip Euler, prin urmare ecuatia sa caracteristici este
r(r—1)—4r+6=0,

adicd 72 — 57 4+ 6 = 0. Rezolvind aceastd ecuatie, obtinem ridicinile distincte r; = 2 st
ro = 3. Acestor ridicini le corespunde sistemul fundamental de solutii: y, = z2, y, = z°.

Solutia generali a ecuatiei omogene este

2 3
Yo = C1Z° + CoT7,
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unde c; si ¢, sunt constante arbitrare.

Determindm o solutie particularid a ecuatiei neomogene. Pentru aceasta observam ca
membrul drept, in urma schimbdrii de variabild z = €', devine: 5z = 5e’. Pentru ecuatia
cu coeficienti, constanti in care se transforma ecuatia dati, se poate determina o solutie
de aceeagi formd cu membrul drept: y, = Ae’. Aceastd solutie devine, pentru ecuatia
dati, y = Az. Inlocuind in ecuatia neomogeni, obtinem ~4zA + 6Az = 5z. Deducem
imediat A = 5 Solutia generald ceruti este y = yn + yp = 122 + 2z + 5:3

Exemplul 9.21 Determinati solutia generald a ecuatiei diferentiale
4
:L'3ylll + 2$2y” _ zyl + y= ;
Rezolvare: Fiind o ecuatie de tip Euler, ecuatia caracteristica a sa este

rir—=1)(r—-2)+2r(r—1)—-r+1=0,

adici 7 — 72 — 7 + 1 = 0. Rezolvind, obtinem: 7, = 1, 73 = —1. Pentru ecuatia cu
coeficienti constanti, rezultatd din ecuatia dati in urma schimbdirii de variabili z = €,
sistemul fundamental de solutii este: €', te!, e t. Acestui sistem ii corespunde, pentru
ecuatia dati, sistemul fundamental: z, zlnz, . Rezulta ca solutia generala a ecuatiel
omogene este

C3
Yp =1+ coxlnx + —
T

Determindm o solutie particulard a ecuagieli neomogene. Pentru aceasta observiam ci
membrul drept, in urma schimbérii de variabili z = €', devine: 4e™*. Tinind cont ci
4e ' este cvasipolinom si cd —1 este rddicind a ecuatiei caracteristice, putem determina

o solutie particulard pentru ecuatia diferentiald neomogena de forma
—t
yp = Ate™",

. .y Inz .
unde A esteo constantd. Revenind la variabila z, avem y, = A——. Inlocuind in ecuatia
z

neomogend, obtinem

11 —61 —3+4+2In 1—In In 4
A 6nz+2A + T_ 4 $+A :cz_,
z T x z T
din caire, in urma simplificirilor, deducem A = 1. Asadar, am obtinut solutia particulara
Yp = nTI Solutia generald cerutd este

c; Inzx
y=thtlp=artoznzt —+—
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Exemplul 9.22 Determinati solutia generali a ecuatiei diferentiale
o2y 4+ 5y + 13y =0
Rezolvare: Ecuatia diferentiald dats fiind de tip Euler, ecuatia sa caracteristica este
r(r—1)+5r+4+13=0,

adica 72 + 47 + 13 = 0. Rezolvind aceasti ecuatie, obtinem ridicinile complexe: 7,5 =
—2 + 3i. Sistemul fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale cu coeficienti constanti

la care se reduce ecuatia data este
e 2 cos3t, e 2sin 3t

Acestui sistem ii corespunde, pentru ecuatia Euler dati, sistemul fundamental de solutii

1 1 .
— cos (3Inz), ;sm(Blnz)
Prin urmare, solutia generald a ecuatiei date este

_ci1cos(3Inz) + cosin(31nx)

)
2

unde c; §i ¢p sunt constante arbitrare.

9.1.10 Ecuatia diferentiald a lui Gauss

Ecuatia

z(l—z)y" +lc—(a+b+1)x]y — aby =0,

unde a, b, ¢ € R, ¢ ¢ Z_, se numegte ecuatia diferentiala a lui Gauss.
Printr-un calcul oignuit cu serii de puteri, se verificd imediat ci o solutie a ecuatiel

lui Gauss, in (—1,1), este datd de seria

a-b a(e+1)---(a+n—-1)-b(b+1)---(b+n—-1)
et nl-clc+1)---(c+n—1)

n

1+

Aceastd serie se noteaza prin o F) (a, b; ¢; T) i se numeste serie hipergeometrici sau functie
hipergeometrica.

Notind (t), =t(t+1)---(t +n —1), pentru n > 1, 5i (t), = 1, putem scrie

2F (a,b;¢,z) = ZM.@”
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Mentiondm céteva proprietiti ale seriei hipergeometrice:
1). 2F1 (a,b;¢2) =2 F1 (b, a5 ¢;2) 5
2) Raza de convergentd a seriei o F) (a, b; ¢; ) este R = 1;

3) oF) (—m, b; ¢; ) , unde m este un numdr natural, este un polinom de gradul m:

b b(b+1)
— - C: = — 1- 2 _
2 F1 (—m, by z) =1 CmC$+CmC(C+ 1)

4) oF; (—m, byb; —x) = (1 + )™,

9 m b (0+1)--(b+m—1)
T+ (=) Cﬂ’:c(c—i- 1)---(c+m—1)x

1
5) oFy (o, b;b;2) = TSR
1
6) 2F1(1,1;2—2) = —In(1+2);
d ab
7 o eFfi(ebigr)=—2Fa+Lb+Lict1z).
X C

Exemplul 9.23 Orice ecuatie diferentiald de forma
(z — @) (z —22) ¥ + (Az + B)y' + Cy =0,

unde x,, T4, A, B, C € R, x; # x,, se reduce la ecuatia lui Gauss prin schimbarea de
r— I

variabila t = . Intr-adevar, avemn:

To — I

dy dydt dy 1
dr  dtdz dt zo— 1z,

" dy 1
dt? (172 - 1111)2

Inlocuind in ccuatia considerata, obtinem:

d? d
t(t—l)—y+(At+M>—y+Cy=0,

dt? ITo — I dt
sau )
d“y Ar, + B dy
t(l—t)—=+|———-At)| = —-Cy=0,
( ) dt? ( Io — I dt y
carc cste ccuatia lul Gauss cu parametri a, b si ¢ dati prin egalitatile
Ai B
c=—i, a+b+1=A4,ab=C
Ig — I
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Exemplul 9.24 S3 se integreze, cu ajutorul ecuatiei lui Gauss, ecuatia diferentiald
(1-2))y" - (2a+1)zy +n(n+2a)y=0,

unde o este un numadr dat.

1
Facind schimbarea de variabila t = zt , avem

dy 1 d?y 1

= 2 - 4 —_— e . -

V=2 2Y @ 1

Inlocuind in ecuatia datd, obtinem:
d?y dy 1
t(l—t)ﬁ —(2a+1)(2t—1)a-§+n(n+2a)y=0

Aceasta este ecuatia luil Gauss in care

c—(a+b+1)t=(2a+1)-%—(2a+1)t, —ab=n(n+ 2a)

1 . .
Deducem imediat a = —n, b=2a+n, c=a+ 7 Rezultd ca ecuatia datd admite ca

1 1
solutie particulard polinomul de gradul n: y, (z) =, Fy (~n, 20+ n;0 + 2 I; ) .

9.1.11 Ecuatia lui Bessel

Ecuatia diferentiala
oy’ +xy + (22 = Ny =0, (9.13)

unde A > 0, se numegte ecuatia lui Bessel. Solutiille acestel ecuatii se numesc functii
Bessel sau functii cilindrice.

Cautind solutii de forma y = x ®z, obtinem ecuatia
22"+ Qa+ 1)z’ + (22 +* - N) 2 =0 (9.14)
Intr-adevir, derivatele lui y devin
/

=ar® 2+ 2% Y =ala—1)z% %2+ 201 ' + £ %2"
3

Inlocuind in ecuatia (9.13) si simplificind cu z %, obtinem ecuatia (9.14).
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Consecinte. 1) Pentru @ = £, ecuatia (9.14) capita forma
2"+ 2a+1)2' +zz2=0 (9.15)

2) Pentru a = —31, aceastd ecuatie se reduce la 2" 4+ 2z = 0 si are solutia generald
2z = Acosz + Bsinz, unde A si B sunt constante arbitrare. Rezultd imediat ci solutia
generald a ecuatiei
1
mzy”+a:y'+ (1,2 _ Z) y= 0
este y = A%”‘ + BSi";.

In continuare, vom cerceta ecuatia (9.15) numai pentru a # ~%.

Teorema 9.1.16 Daci 2a ¢ Z._, atunci ecuatia (9.15) admite solulia

= Saerm, ()

p>0

Demonstratie: Cautdm solutii de forma 2z = ) a,z™. Derivind si inlocuind in ecuatie,
n>0
obtinem

T Zn (n —1) apz™ ? + (2a + 1) Znanz""l +z Zan;p" =0,
n>2 n>1 n>0

din care, anulind coeficientii puterilor lui z, deducem

(2(1+1)a1 = 0,
(n+1)(n+l+2a)an+1 = —an_],nZI

Din priuna relatie deducem ay = 0. Relatia a doua se scrie, separat pentru coeficientii de

ordin impar si pentru coeficientii de ordin par, sub forma

3(3+2w)az;=—aq 2(24+2a)as = —ap
5(5+2a)as = —as 4(44+2a)ay = —as

(2p+1)(2p+1+2a)ag = —ap-1 2p(2p+2a)agy, = —azp-—»

Tinind cont ca numerele n+1+2a nu sunt nule, oricare ar fi n, deducem c4a toti coeficientii
de ordin impar sunt nuli, iar coeficientii de ordin par sunt dati de formula

(=1)*

= 4, p>0
wpl(a+1), @ P=

a2p
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Pentru ag = 1 obtinem solutia
=D x>
= Yot = I (27,
o~ e~y (a+ 1)p 2

tocmal ceea ce trebuia demonstrat.

Vom nota, cind o nu este intreg negativ,

p=0

Raza de convergenti a seriei fiind

~1)?
. pl(a+1) .
R = lim _T;:l’;— lel_,l{.lo(p+1)la+1+p| = 00,
Gt

rezultd c3 seria este convergentd pentru orice £ € R. Din teoreméd rezulta ci pentru

20 ¢ Z_, Z , este solutie a ecuatiei (9.15).

Consecintd. Cand 2) ¢ N, ecuatia lui Bessel (9.13) are solutiile independente: Y,
(pentru & = )) s1 Y _, (pentru a = — ). Solutia generald a ecuatiei lui Bessel, in acest

caz, este

y:AY/\ +BY,\,

unde A s1 B sunt constante arbitrare. Mentionam ci Y, este solutie indiferent de valoarea
A > 0 (deoarece 2a = 2 nu este intreg negativ).

Cercetam cazul cand 20 € Z_ .

I) Cazul 200 = — (2m + 1), adicd & = —m — 3, unde m > 1 este un numdr natural.

Coeficientii de ordin impar sunt dati de relatiile

33-2m—1)az = —ay

5(b—2m ~1)as = —agz
2m—-1)2m—-1-2m—1)ag, ; = —am 3
2m+1)(2m+1—-2m — 1) azm41 = —Aom—)

(2m +3)(2m+3—2m — 1) aomy3z = —aoms1

(2m+2p+1)(2m+2p+ 1 —2m — 1) Gomi2ps1 = —oma2p-1, P> 0
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Deoarece a; = 0, din primele m relatii deducem ci si a3, as, - -, 82,1 sunt nuli, iar
coeficientul as,; poate avea orice valoare. Din ultimele p relatii, prin inmultire si sim-

plificare, deducem
(=1)?
47 - pl (m + %)p

Coeficientii de ordin par sunt dati de relatiile

Amyopr1 = “Q2m41, P20

22-2m—-1)as = —ao
4(4—2m —1)ay = —as

2p(2p—2m —1)agy, = —agp-2, p >0

din care deducem
(=17
4r . p! (—m + %)p

Aop = aOapZO

Solutia obtinuta are forma

Za T2m+2p—+-] + Z(LZPIQP —a IQm+1 Z ("‘1)1’ (2)211 N
2m~+-2p+1- 2m~+1 3) 2

! 3
p>0 p>0 p>0 p- (m 3 P

T\ 2%
2m+1
+agp E ——TN, + (5) = Aom+1L Zrn+-% + a‘Omef% )
p

unde ag $1 @omy; sunt constante arbitrare.

Consecintd. Pentru A = m + %, m € N*, ecuatia (9.13) adici

i 2
:BQ?//' + :L‘y’ 4 (.’52 — (m, + 5) ) y=0,

admite solutiile

1
— m+5 _
nhh = T 2Zm—{-% - Ym+%=
1
. - s 2m+-1 .
Yo = 2 (a2m+1:1: Zm+_ +aoZ_,, ) = a,2m+]Ym+% +aoY ,, 1

Retinind solutiile independente Y, +4 siY_ . solupa generald este

y= Aym+% + BY~m~%

IT) Cazul 2a = —2m, adicd o = —m, unde m > 1 este un numdr natural.
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Coeficientii de ordin impar sunt dati de relatiile

(2p+1)(2p+1—-2m)agp1 = —agp-1,p>1

din care deducem ci toti coeficientii de ordin impar sunt nuli.

Coeficientii de ordin par sunt dati de relatiile

4-1(1 —m)ay = —ao
4-2(2-m)ay = —a

4. (m - 1) (m e m) Aom—2 = —0A2m—_4
4-m(m —m)azm = —Gm-2

4-(m+1)(m+1—m)a2m+2=—a2m

4-(m+p)(m+p—m)amizp = —Aomizp-2, P> 1

Din primele m relatii deducem ci ag,,_ o = --- = ap = 0, iar ¢ a,,, este arbitrar.

ultimele p relatii deducem ca

—1)?
A2m+2p = ( ) ) Q2m
p

4pl (m+ 1

Solutia obtinuta are forma

2= E Aoy 2pZ ™ = apmz®™ E (=) (.I_)Qp = Gpnz°™Z
m+2p = Qom 1 = d2m m
o = P (m + 1)p 2

Consecintd. Pentru A = m, m € N*, ecuatia (9.13) adica
zzy// + zy’ + (1,2 _ mZ) y = 0’

admite solutiile

n = 272y =Yy, (pentrua=m)

Yo = T ™aomT™Zm = aomYim (pentru a = —m)

Observam ca in acest caz solutiile obtinute nu sunt liniar-independente.
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Exemplu 9.25 Considerim ecuatia diferentiald
m2yll+a$yl+ (b-l—c.’l:d)y:(),

unde a, b, ¢ si d sunt numere reale.
Daca d = 0, atunci ecuatia este de tip Euler. Daca d # 0, atunci, ecuatia se reduce la

o ecuatie Bessel printr-o schimbare de variabild de forma z = kt™ si printr-o schimbare

de functie de forma y = t™w. Mai precis, ecuatia capiatd forma
20 + tw + (2 — A w =0,
unde A2 = m? — bn?, daci

4c

2 1-a [dQJI/d

Intr-adevir, calculind derivatele lui y, obtinem

y = kntlnlﬁdi (t7w) = — [mt™ 'w + ™) = %t’"“”w + k—lnt'"‘"“w
y' = kntln--ladi (%tm "w + k—lnt'"" "+1u')) ~Tmnon) (Zzln—z n) t™ 2y 4
21 ’;:2“‘ ltrn-—2n+1 b4 thﬁmwzw
Inlocuind in ecuatia dats, obtinem
mm=—n (722— n) pmy, . 2t 1 _n,? t iy o %t"‘”zb +

m 1
+a—t"w + a—t™ i) + (b4 ckt™) t™w =0
n n
Inmultim cu n? si simplificind cu t™, obtinem
thi+t(2m —n+1+an)w + [m,2—mn+amn+bn2+ckdn2t"d] w=0

Punind conditiile
2m—n+1l+an=1 nd=2, ck®n?=1,

obtinem ecuatia din enun{. Analizind conditiile puse, deducem imediat

n(l-a) l—a . _ [d"’]l/d’

ne 2 mo _
d 2 - d dc

ca in enunt.
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9.1.12 Ecuatia diferentialid a polinoamelor ortogonale

Proprietiti generale Fie a,b € R, I = (a,b) gi p: I — R, o functie, pe care o vom

numi pondere, cu proprietatea
pz) _ alz)

pz)  Bz)’
pentru orice € I, unde a(z) = ap + a1z st B(z) = B + Pz + P22? sunt functii

polinomiale cu coeficienti reali, iar |a;| + |32| > 0. Mai presupunem ci p(z) G (z) se

anuleaza pentru z =a iz = b.
Teorema 9.1.17 1. Pentru fiecare n € N*, funciia
Qn (z) = —=——[p(z) B" (z)], (9.16)
definitd pentru x € I, este o functie polinomiala de gradul n.
2. Qn(x) este o solutie particulard a ecuatiei
B(2)y +[a(2) + B @]y —nloy+ (n+1) Gy =0 (9.17)

3. Are loc relatia

b
n,m € Nyn #m = (QTH Qm) p = / P (-E) Qn (l') Qm (-L) dr =0 (9'18)
Demonstratie: 1) Avem:
(p/\ n)l — plﬂn + mﬁru-lﬁl - P%ﬂn + /m'ﬁn_l,gl — pﬁn 1 ((1 + nﬁ') — Pﬁn"an,l-,

unde R, ; = a + nf este functie polinomiali de gradul 1. Prin inductie matematica se

arata cd, pentru 0 < k < n, avem

(p8™)® = pB* * R, (9.19)

unde R, x este functic polinomiali de gradul k. In consecintd, pentru k = n obtinem:

1 o 1
Qn = - (pﬂn)( ) = _pﬁn Rn,n = Rn,n;
p p
unde R, ., este functie polinomiald de gradul n.
2) Notam u = pg". Avem

«

g

u

B+ pnf" B = pB" (a + nf) 5

u =g+ =p (a+nf),
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Deducem cd v/ = u (@ + ng') . Derivim aceastd egalitate de n + 1 ori si obtinem
ﬁu(n+2) + C111+1 lu(n+1) + Crzz+1 Hu(n) —_ (a + ’I’l,B') u(n+1) + Crlz+1 (Of’ + n,@”) u(n) (920)

Notind u™ = v, relatia (9.20) devine succesiv:

B + (B —a)v — %——1 (nd" +2a)v = 0, sau
gv//+ﬁ_av,_n+l(nﬁ2+al)v _ 0’ sau
p p
(év’) - n-; ! (nBa+oq)v = 0 (9.21)
p

1 . .
Tinind cont cd Q,, = —v si derivind, deducem usor ca %’u’ = aQ, + Q. si relatia (9.21)
p
devine succesiv:
(@Qn + QL) — (n+1) (nf2 + 1) Qu = 0, sau
BQr+ (B +a)Q, —nlag+(n+1)3]Q, = 0, (9.22)
Relatia (9.22) aratd ci Q,, este solutie a ecuatiei diferentiale (7?), ceea ce trebuia demon-

strat.

3) Calculam, pentru k < n, intcgrala f: p(z) 2*Q, (z) dz. Avem:

/ p () 2" Qn (z) dz = / 2* (p(2) B* ()™ dz = z* (p (z) A" (2)) V| —

- / ket (p (x) " (2))™ V) dz = 2¥p () B (z) Rnr (2)], -
k[ o) @) Ve =k [P o0 7 @)

Continuind integrarile prin parti, tinind cont de relatia (9.19) si de faptul ci p(z) 5(z)

se anuleazd pentru z = a 1 x = b, obtinem succesiv:

[ @ au@ds = 1k [ (@) )",

b

/ p(c)*Qn(z)de = (-1)*k!(p(z) 8" (z))" "

a
b

=0,

a

= (=1)*klp(z) B (z) Rpp i1 (z)

Deci f:p(x) 2*¥Qn (z) dz = 0. Fie m,n € N, m # n. Putem presupune ci m < n firi a

micgora generalitatea. Pe de alta parte, am v&zut ci& ., (z) este o functie polinomiali
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de gradul m. Deci Qn, (z) = Y 1~ qxz*, cu g € R. Acum

/abP(z)Qm(z)Qn(a:)dz=/ [quzJQn x)da;_zqk/ p(2) Qs (z) dz = 0

ceea ce trebuia demonstrat.

Observatii. 1) Functia a,Q,, (z), unde a, € R* sunt constante arbitrare, are ace-
leagi proprietiti ca si @y, ().

2) Relatia (9.18) se exprimd spunind cid polinoamele @, si Q. sunt ortogonale cu
ponderea p, pe intervalul (a,b).

3) Ecuatia (77) se numeste ecuatia diferentiald a polinoamelor ortogonale cu ponderea
p, pe intervalul (a,b).

4) Relatia (9.16) este cunoscutd sub numele de formula lui Rodrigues.

Functia generatoare. O functie de forma

= R (2)t

n>0

definiti pentru z € [ si |t| < 7, se numeste functie generatoare a sirului de polinoame
ortogonale (Ry,), - In [28] se demonstreazi cd functia

_p(=1) 1
K@ =0 T-w @

unde 2; este radécina (zeroul) ecuatieil z — z — t3(2) = 0, care este cea mai apropiaté de

x, este functie generatoare pentru girul de polinoame (R,),,. n , dat prin
1 1 d
R, (z) = nl p(2) do (z) 8" (z)]

Vom considera céteva cazuri particulare de polinoame ortogonale.

Polinoame Jacobi. Polinoamele Jacobi, notate J&? (z) , corespund cazului cand I =
(a,b),cua,beR,iar p(z) =(z —a)? (b—z)°,unde p > —1si ¢ > —1.

Pentru simplificarea expunerii, considerim cazul a = —1 s1 b = 1, iar p(z) =
(1+2z)'(1 —1z)°. Avem

Ple)=ql+2) 1-zf —p(l+z)'(1-2)"",
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din care rezulti )
plx) _g—p—(¢g+p)z
p(z) 1—z2

Deci a(z) =q—p—(¢+p)z i B(z) =1 — £°. Din teorema rezulti ci functia

J,(lp’Q) (z)=a,(1+z)'(1—2)" a

— [+ 2™ (1 —2)™"],

pentru orice a, € R*, este polinom de gradul n si solutie particulard a ecuatiei diferentiale
(1-2)y"+g—p—(g+p+2)z]y+n(n+p+q+1)y=0
O functie generatoare a polinoamelor Jacobi este:

_ -P -9
K (z,t) = 2749 (1 + 4zt + 4¢2) /7 (1 +2t + VI + Azt + 4t2) (1 — 2t + VI + 4zt + 4t2)

1
Deci, luind a, = —, avem

€(-1,1),|t|<r=K(z,t)=)»_ JP ()t

n>0
pentru r > 0 suficient de mic.
Facind schimbarea de variabild z = 1 — 22z, vom reduce ecuatia diferentiald a poli-

noamelor Jacobi la o ecuatie Gauss. Inlocuind

dy  ldy &y 1d%

dr ~  2dz’ de?  4dz?

in ecuatia diferentiald a polinoamelor Jacobi, obtinem ecuatia Gauss

d*y d
z(1 ~z)d—5+[p+1— (p+q+2)z ]dg +nn+l4+p+quy=0,
pentrua = —n,b=n+1+p+gq, c = p+ 1. Rezulta ca solutiile ecuatiel Gauss, care sunt

polinoamne, sunt tocmai polinoamele Jacobi. Dect

1-—
JPD (2) = A, -2 Fy (—n,n+1+p+q;p+1; 21:),

unde A,, sunt constante arbitrare. Asadar

stp'q)(lf) = A, Z —n), n(;—il—-F)ZH-Q) (1—:5) _

- Z Fot e (57)
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Polinoame Legendre. Polinoamele Legendre, notate P,, sunt definite prin P, (z) =
J0 (z), adicd sunt polinoame Jacobi corespunzitoare cazului cdnd p = ¢ = 0, I =
(a,b), cu a,b € R, iar p(z) = 1. Considerind cazul a = —1 51 b = 1, avem p(z) = 1,
a(z) = 0si 8(z) =1 — 2. Din teoremi deducem ci functia
dar n
Pu(@) = o [(1- 7).
este polinom de gradul n si solutie particulard a ecuatiei diferentiale
(1-2¥)y" -2z +n(n+1)y=0

Luind p = q¢ = 0 in functia generatoare a polinoamelor Jacobi, obtinem functia genera-
toare a polinoamelor Legendre: K (z,t) = (1 + 4zt + 4t2)_1/ ?. Deci

€(-1,1),|tj<r=

1 1 dn
1— ™. 9.2
1+ 4zt + 482 Zn'dgcﬂ =) (0.23)

pentru 7 > 0 suficient de mic. Inlocuind 2t cu —7, obtinem

1 L @ e gy
\/1—23:T+7'2_§2"-n!dx" [(m 1)] T

z€(-1,1),|7| <2r=

Pentru aceste polinoame Legendre, P, (z) = 5 d‘_i:,, [(:l:2 — l)n] , folosind functia gener-
atoare, prin derivare fie In raport cu t fie in raport cu = si egalind coeficientii puterilor
egale, se pot obtine diferite relatii de recurenta:

.(2n+1)zP,(z) —(n+1) Py () —nPyy (z) =0,

B, (z) = Po(z) = 22F, (z) - P, () = 0,

B,y (z) + nP, (z) — 2P, (z) = 0,

(n+1) P, (z) + 2P, (z) — P4, (z) = 0,

(2n+1) P (z) = Py (2) + B,y (2) =0,

(1—2*) P (z) —nP, ;(z) —nzP,(z) =0.

De exemplu, prima egalitate se obtine derivind (9.23) in raport cu . Obtinem

—

o o p W N

T —t

m (1—2It+t2 ZTLP tn !
vV3i—242T

n>1

Deci

(z—t ZP 1—2zt+t2 ZnP t"1

n>0 n>1
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Egalind puterile lui t*, obtinem
2P, (z) — Pa_y (z) = (n+ 1) Poya (z) — 220nP, (z) + (n — 1) Po_; (z),
adicd
(2n+1)zP, (z) — (n+ 1) Pay1(z) —nPh_1(z) =0,

dupa reducerea termenilor asemenea.
Ca solutii ale unei ecuatii Gauss, polinoamele Legendre au forma

1-—
Pn(.l?) = An ‘9 F] (—71,71'{“1;1;71:‘) =

n ) 1—.’17 k
- 4y 1tccta (F5F)
k=0

unde A,, sunt constante arbitrare.

Polinoame ultrasferice ( Gegenbauer). Polinoamele ultrasferice, notate cM (z),

sunt polinoame Jacobi pentru p=qg= A — 5 cu A > 5 Deci

¥ (@) = I8 @),
Incazul @ = ~1 g1 b= 1, rezulti p(z) = (1 —$2)'\*% ,a(r)=—(2 A —1)z, iar B(z) =

1 — z2. Din teorema rezulti ci functia
1.2 d? P |
OO (@) = an- (1=2?)* 2 0 | (1= 5]
pentru orice a2, € R*, este polinom de gradul n si solutie particulara a ecuatiei diferentiale
1-2)y" —2A+ 1)y +n(n+20)y=0

. . . 1 . .
Functia generatoare a polinoamelor ultrasferice, cu a,, = 5 dedusi din functia genera-
n!

toare a polinoamelor Jacobi, este

1

223 1
V1+ 4zt + 412 (1 + 2tz + /1 + 4zt + 4t2)’\_5

K (z,t) =

Ca solutii ale unei ecuatti Gauss, polinoamele ultrasferice au forma

11—
CA(z) = An-oF (—n,n+2/\;/\+—; z)z

2 2
- (mn+2X), (1-=z *
S S e - ,
2 6D, \ 2

undc A, sunt constantc arbitrarc.
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Polinoame Cebigev. Polinoamele Cebigev, notate T,, (z) , sunt definite prin T, (z)

1.1 .
.],S 3-1) (z), adicd sunt polinoame Jacobi corespunzétoare cazului p = g = —%. In cazul

a=—1gib=1, rezulti p(z) = ﬁ, a(z) =z g1 (z) =1 — z2. Din teoremi rezulti

ca functia e
1
T, (z) =a,-V1— xzﬁ [(1 — x2)n—§] ,

pentru orice a,, € R*, este polinom de gradul » 1 solutie particulara a ecuatiei diferentiale
(1_$2)yll_$yl+n2y=0

O functie generatoare a polinoamelor Cebisev se poate deduce din functia generatoare
a polinoamelor Jacobi, particularizind p = ¢ = ~%. Observam insd cd prin schimbarea

de variabild x = cost, ecuatia diferentiald a polinoamelor Cebigev devine

Solutia generalad a ecuatiei este
Y = C1p cosnt + Cop sin nt,

unde ¢y, $i ¢z, sunt constante arbitrare. Din relatia

cosnt +isinnt = (cost+isint)" = Z i*C* cos™ *tsin*t +
k>0, k par
+1 Z i*71C* cos™ *tsin* t,
k>0, k impar
deducem

cosnt = Z (=1 C¥ cos™ ¥ tsin¥ t = Z (~1)? C2ign=2 (1— Iz)j,

0<ji<n/2 0<j<n/2
sinnt = Z (=1Y 71 C¥ 1 cos™ P H tsin¥ 1t =

1<5<(n+1)/2

= Vi—22 ) (-1 CE U (1)
1< (n+1) /2

Din aceste formule, deducem ci T, (z) se obtine din solutia generald luind ¢,,, = 0. Agadar

T, (z) = ¢1p cosnt = ¢y, cos (narccos T) = cip, Z (=1) CHgn% (1- $2)j
0<5<n/2
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Putem determina direct o functie generatoare. Pentru T,, (z) = cos (n arccos x) avem

K (z,t) = ZT" (x)t" = ZRG (eint) t" = Re (Z (eitt)") Re N _lent

n>0 n>0 n>0
1 1 —tcost _ 11—tz

— Re —
l—tcost—ztsmt (l—tcost) +t2sin2¢ 1 — 2tz + 2

pentru |t| < 1 si orice z € [—1,1].

Ca solutii ale unei ecuatii Gauss, polinoamele Cebasev au forma

11—
To(z) = An2Fi (—n,n;—;—a-:>=

2" 2
_ An.:go(—1)k-0£-%%i'(l_7z)k’

unde A, sunt constante arbitrarc.

Polinoame Laguerre. Polinoamele Laguerre, notate L, (z), corespund cazului cand

I =(0,00), iar p(z) = ¢ %, unde A € R. Avem p’ (z) = Az* e — z *e¢ *. Deci
plz) A—zx
plz) =z

din care rezulti: « (z) = XA — z, 8(z) = z. Pentru ca p (z) 3 (z) = e si se anuleze

?

la capetele intervalului I cste suficient sa consideram A > —1. Din teorema (1) rezulta ca

functia
dar
, _ -A T n+iA_ T
L,(z) =a,x "€ = [:1: e ],

pentru orice a,, € R*, cste polinom de gradul n si verificd ecuatia diferentiald

'+ (A+1—z)y +ny=10
Functia gencratoare a polinoamelor Laguerre sc obtine imediat. Ecuatfia

z—z—tf(z)=z—x—tz2=0

arc solufia z; = —r—f Prin urmare
z
1 M1—t) re 1-t 1 =t
K (z,t) = plz1) = A =(1—t) M let—1
p(x) 1 —t3" () e < 1—t
Deci, luind a, = # in formula polinoamelor Laguerre, obtinem
xt
(1-t)*let=1 =3 "L, (z)t",

pentru orice = € (0,00) si |t| < 7, pentru 7 suficient de mic.
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Polinoame Hermite. Polinoamele Hermite, notate H,(z), corespund cazului cind
g (z) _

p(z)
—2z, din care rezulti a (z) = —2z si 0 (z) = 1. Din teorema (1) deducem c& functia

T

I = (—00,00), iar ponderea este p(z) = "= . Avem p' (z) = —2ze™* i deci

pentru orice a, € R* este polinom de gradul n si este solutie particulard a ecuatiei
diferentiale

y' —2zy' +2ny =0

Functia generatoare se ob{ine imediat. Ecuatia z — z — t#(z) = 0 are solutia z; = z +¢.

Deci y
p(z1) 1 _ e =+ _ —2zt-t2

pz) 1-t8'(zn) e
Deci, luind a,, = # in formula polinoamelor Hermite, obt{inem

e—2:ct—-12 _ an (.’I:) tn,

n>0

K (z,t) =

pentru orice * € R st |t] < r, pentru un numir r > 0 suficient de mic. Putem obtine
din aceasta formuld diverse formule de recurenta. De exemplu, derivind in raport cu ¢,

obtinem
> nH,(z)t" = (—2z—2t) e = (=22 - 2t) Y H, (z)¢"
n>0 n>0

Identificind coeficientii puterilor egale ale Iui ¢, obtinem

—2zHo(z) = Hy(z),
—2ctH,(z)—2H, 1 (z) = (n+1)H,(z), n>1

Din formula lui Rodrigues deducem

1 »d°
Hy(z) = &e’”zﬁ [e“"z] =e"e ™ =1,

iar din formula de recurenti stabilitd mai sus putem deducem toate polinoamnele din girul

(Hn).
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9.2 Exemple din Fizica si Chimie

Interpretarea mecanicd a ecuatiilor diferentiale de ordinul doi. Considerdm migcarea rectilinie

a unui punct material M pe axa Oz

o M(t)
Figura 1
. dz Pz G . : :
Atunci Z, —— 7t d_t2 exprimi pozitia, viteza si respectiv acceleratia punctului M la momentul £.

dz
Consideram ci forta care actioneazi asupra punctului este datd de o functie f (t, x, %) depinzind
de timp, de pozitia si de viteza punctului. Daci masa punctului material este 1, atunci migcarea sa pe

axa OT este descrisa de ecuatia diferentiali

d’x e dz
dt2 » T dt )’

conform legii a doua a lui Newton. Problema se simplifici daci forta f este functie liniara de pozitia

punctului si de viteza sa, adicd atunci cind avem ecuatia diferentiald liniara

d?z dr

AP +atz=r()

Cand coeficientii p () si g (f) sunt constanti, atunci putem gisi toate solutiile prin mijloace clementare
(prin cuadraturi, adici prin integrari). In cazul general, chiar cand ecuatia este liniara, nu putem obtine

solutii in mod clementar.

Exemplul 26 Un punct material M de masi m se migcd rectiliniu citre un punet
rwe care cste proportionald cu distanta de la M

la O (coeficientul de propor§10na11tdte fiind £ > 0). Forta de rezistentid a mediului este
proportionald cu viteza v a punctului material (coeficientul de proportionalitate fiind
A > 0). La momentul initial, distanta de la M la O este egali cu d, iar viteza punctului

este indreptata spre O si are valoarea vg. Gasiti legea de migcare a punctului in ipoteza
A2 < 4km.
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Rezolvare: Notim cu z distanta de la M la O. Forta care actioneazd asupra oo

material este F' = —kx — \v (are sens contrar cresterii lui z). Miscarea se face dupi legea

a doua a lui Newton; F' = ma, a fiind acceleratia punctului material. Deci

&’z dz

Ordonind, avem ecuatia liniard, cu coeficienti constanti,

d*z dz
— d+ A—+ k=0
maE T T

—A VA2 - 4km

Rezolvind ecuatia caracteristici mr? + Ar + k = 0, obtinem r;, =

2m
k
Notind @ = — si 8 = {/— — @2, avem 71 2 = —a £ if. Solutia generala este
2m m
z(t) = e ™ [C) cos Bt + C;sin ft],
unde C si C; sunt constante arbitrare reale. Deoarece
dz (t) ~—at : -t :
v(t) = — = ee [C1 cos Bt + Cysin Bt] + e~ [—C18sin Bt + Cof5 cos ft],

conditiile initiale, z (0) = d si v (0) = v, devin:

Cl = d, —aC’l + ,BCQ =Y

vo + ad

Rezolvind, obtinem: C) = d si Cy = 3

. Legea de miscare a punctului considerat

cste

v + ad

z(t) =e * |dcosft+ 5

sin (3t

Exemplul 27. Un punct material M de masd m se migca rectiliniu cdtre un punct
fix O sub actiunea unei forte de respingere, care este proportionald cu distant: -
M la O (coeficientul de proportionalitate filnd k > 0). Forta de rezistentid a mediului
este proportionald cu viteza v a punctului mnaterial (coeficientul de proportionalitate fiind
A > 0). La momentul initial, distanta de la M la O este egald cu d, iar viteza punctului
este indreptatd spre O si are valoarea vg. Gasiti legea de migcare a punctului.

~~Tioneazd asupra punctului
material este F' = kx — A\v. Migcarea se face dupa leges = ...

.+ zieleratia punctulul material. Deci

&’z dz
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Ordonind, avem ecuatia liniard, cu coeficienti constanti.

d*z dz
— 4+ A— —kz =
mdt2 + ” z =0

Rezolvind ecuatia caracteristici mr? + Ar — k = 0, obtinem ridicinile reale

—A £ VA% + 4km

2m

T1,2 =

Notind a = o siB=1/a®+ o avem Ty = —a 4+ (. Solutia generala este
z(t) = Cre* P 4 Crel -+,

unde C] si C; sunt constante arbitrare reale. Folosind functiile trigonometrice hiperbolice,

solutia se scrie sub forma
z(t) =e *[Ach(8t) + B sh(0t)]

Decoarece

dx (t)
dt

conditiile initiale, x (0) = d si v (0) = v, devin:

v(t) = = —ae ™ |A ch(Bt) + B sh(0t)] + e “*[AB sh (8t) + BB ch(6t)],

A=d, —aA+ (B =

d
Rezolvind, obtinem: A =dsi B = Yo ;a . Legea de miscare a punctului considerat este
—at Uo + ad
z(t)=e d ch (Bt) + 3 sh (At)

Exemplul 28. Un tub ingust si lung se roteste cu viteza unghiularad constanti w

in jurul unei axe verticale, perpendiculare pe el. O bild de s -
~z7a de migcare a bilel in raport cu tubul daca:

a) la momentul initial bila se gaseste la distanta d de axa de rotatie avind viteza nuli.

b) la momentul initial bila se giseste pe axa de rotatie avind viteza vy.

Rezolvare: Asupra bilei actioneazi forta centrifugd F' = mrw?, r fiind distanta dintre
bild si axa de rotatie. Migcarea se face dupa legea a doua a lui Newton; F' = ma, a fiind
acceleratia bilei. Deci

2 d’r

mrw = MmM——5

dt?
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Ordonind, obtinem ecuatia diferentizi=
? -

d*r 2
E—wr:O

Deoarece ecuatia caracteristici A2 — w? = ( are ridacinile reale A12 = Fw, rezultd ci
solutia generald a ecuatiei este 7 (t) = Cie™* + Coe®?. Folosind functiile trigonometrice

hiperbolice, solutia se scrie sub forma
r(t)=Ach(wt)+ Bsh(wt)

Deoarece

) = Aw sh(wt) + Bwch (wt),
conditiile initiale devin:
a)r(0) =d= A, v(0) =0 = Bw. Asadar: A =d, B = 0. Legea de migcare a
bilei este r (t) =d ch (wt).
b) 7(0) =0= A, v(0) = v = Bw. Asadar: A=0, B = % Legea de migcare a
w
bilei este r (t) = % sh(wt).

Exemplul 29. Un tub ingust g1 lung se roteste cu viteza unghiulard constanta w
in jurul unei axe verticale, perpendicularc pe el. O bild de masid m, care sc afld in tub.
T . . . . ..
alunccd cu frecarea B = 2mpuw—, unde 7 este distanta dintre bild g1 axa de rotatie, iar
dt

1 este coeficientul de frecare al alunccdri. Gasiti legea de miscare a bilel in raw::

-z ae aXa de rotatle, lar viteza

CSTE Un.
Rezolvare: Forta care actioneazi asupra bilei are mirimea F = mrw? — 2m,uw%.
Ecuatia diferentiala a migearn este
d*r 0 dr
mﬁ = mrw’ — Qmuwa
Ordonind, obtinem
d*r dr 9
P + 2WE —wr=0

Rezolvind ecuatia caracteristicd A2 + 2uw — w? = 0, obtinem radicinile reale

Moo= —pwE Vp@Pw?+w?=—pw twy/p?+1

Solutta generala, scrisa cu functii hiperbolice, este

r(t) =e Mt [A ch <w\/;LT—{TI) t+ B sh (wm) t]
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Deoarece

v(t) = dr (1) = —puwe 't [A ch (w\/m—l) t+ B sh (w\/;m) t] +

+emt [A (w\/;ﬁ——kl) sh (w\/;_ﬁ——k_l) t+ B (w\/;m) ch (wﬁ) t] )

conditiile initiale devin: r (0) =d = A, v (0) = vo = —pwA+ B (w\/;ﬂ + 1) . Rezolvind,

avern

vg + d
A=d, B=-2TEC
wy/p?+1

Legea de migcare a bilei este

r(t)=e ™" [d ch (w\/;T—%—l) t+ %w—fdi sh (w\/;ﬂ + 1) t}

Exemplul 30. Un lant greu, omogen, de 18 metri, este aruncat peste un cui ne:- -
(2114 Darte a cunuul £
afld 10 metri de lan{. Dupa cat timp lantul cade de pe cui?
~apetele lantulu agatat in cui,
stfel incat A sa fic mai sus deca: -
in care lantul cade de pe cui. Notam cu z (t) distanta parcursi de punctul A pani la
momentul £. La momentul initial, asupra lantului actioneazi greutatea a 2 metri de lant.
-+ portiunt de lang de lungime
22z (t) metri. Daci m este masa lantului, atunci forta care actioneaza asupra iantului
la momentul t are valoarea (2 + 2z (t)) 1289’ g fiind valoarea acceleratiei gravitationale.
Ecuatia diferentiala a migcari lantului va fi
d’z

m

18

Ordonind, obtinem ecuatia diferentiald neomogeni

¢z _g _9g
9 9

dt?

/i

Rezolvind ecuatia caracteristici A% — % = 0, obtinem A;, = :i:?g. Solutia generala a

ecuatiel omogene este

zh(t)=Ach(§)t+Bsh(—‘g—§)t,
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unde A si B sunt constante arbitrare. Deoarece o solutie particulard este Tpqn (t) = —1,

solutia generald a ecuatie va fi

z(t):Ach(‘/?g)t+Bsh(—\g—§)t—l

Conditiile initiale sunt: z (0) = 0 §i v (0) = 0. Deoarece

00 =252 =4 (L) 4 5 en (Y )

dt 3 3 3 3

rezulti A—1=0, B

“[&

=0, din care A =1 si B = 0. Legea de miscare a lantului este
z(t)=ch (\/T‘a)t——l

Lantul cade cand z (t) = 8, deci ch (g t =9, deci t = 2,739105727. Asadar lantul

cade dupi aproximativ 3 secunde (am luat g = 10 m/s?).

Exemplul 31. Un punct material de masid m este atras de un centru O cu o fortd
«epe din punctul A, aflat la distanta a de centru,
viteza 1nitald ¢n DErt: -
=+ <A gl vectorul vp, sistcmul de
eferintd cartezian cu origine:
ca axd Oy. In acest sistem, miscarea se face conform legii lui Newton, mi = —&v v
k > 0 este o constantd, iar r = (z,y) este vectorul de pozitic al punctului mobil. Pe

componente cenatia devine sistemul de ecuatii diferentiale

mi = —kzx

my = —ky

Solutiile acestor ecuatii sunt

k k
T = Acosy/ t+Bsm\/ ty—Ccos —t + Dsiny [ —t
m

Conditiile initiale sunt: 7(0) = (a,0) si 7(0) = (0,vp), adicd z(0) = a, y(0) = O,
z(0) = 0 st ¥ (0) = vo. Din aceste condltn deducem A =a, B=0,C=0s1 D= vo\/_-?.

Traiectoria migcarn este
[k m . [k
I =acosy/—1l, Yy=1vg4/smn4/—t,
m k m
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adicd elipsa
2 P
prileda
a my
k

9.3 Exercitii propuse
1. Determinati solutia generald a ecuatiilor diferentiale:

(a) zy" + y;+z =0,

(b) ¥ +y" =0,

(©) W) +2y" +1=0,
(d) zyy’ +z () —yy =0,

2. Rezolvati urmitoarele probleme Cauchy:

(a) " =z +sinz, y(0) =1, ¥ (0) = 0;

(b) 4y + (v")° = 4azy”, y (0) = 0,4/ (0) = 1;
(© 14+ @) =2u", y1) =1,y (1) =1

(d) ¥+ () -2y’ =0,y (0)=1,9'(0) = 1.

3. Ardtati cd ecuatia zy” — (x +3)y' +y = 0 are solutille y; = 2+ 3 51 yo =
e® (22 — 4z + 6), care formeazd un sistem fundamental de solutii pe orice interval

care nu confine pe 0.

4. Si se integreze ecuatia neomogend 3’ + y = z°, observind ci ecuatia omogeni are

solutiile cosz gi sin z, care formeaza sistem fundamental de sciut

5. Aritati ci printr-o schimbare de functie de forma y = e®® 2, sau printr-o schimbare
de variabila de forma t = u(z), ecuatia y” + p(z)y' + q(z) vy = f (z) se reduce la

forma y” + I (z)y = g (z), sau Et% + J (t) y = h (t), numite forme reduse.

6. Determinati solutiile generale ale ecuatiilor urmatoare, reducindu-le in prealati: i

forma redusa:
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(a) ¥ — 22y + 2%y =0;
(b) o'y +ay = ;

(c) y”—2zy'+(:r2—1——)y=0.

7. Si se integreze ecuatia zy” — (z + 3)y’ + y = 0, definitd pe orice interval care nu
contine pe 0, observind ci admite solutia y; = z + 3.

8. Considerdm ecuatia zy” — (z + 3)y' +y = 0.

(a) S& se arate ci ecuatia are o solutie polinom in z;
(b) Si se determine solutia generali,

(c) S& se determine solutia cu conditiile y (2) = 17, ¥/ (2) = 8.

9. S4 se integreze ecuatia x (z — 1) y" — (2z — 1) ¢/ + 2y = €® (22 — 3z + 3), stiind ci

ecuatia omogend admite o solutie de forma y = Az + B, unde A si B sunt constante.

10. S& se integreze ecuatiile diferentiale liniare cu coeficienti constanti omogene:

(a) ¥" =Ty + 14y — 8y =0;
(b) v —3y" +4y — 2y =0;
(©) ¥ +y=0;

(@) ¥ —y® — 4y £ 27 + 5y —y —2y = 0;
(e) y'® — 4y® + 10y — 8y + 17y" — 4y’ + 8y = 0;

11. S4 se integreze ecuatiile diferentiale liniare cu coeficienti constanti neomogene:

a

b

( — 4y’ + 8y = 8z% — 16z + 14;
( — 5y’ + 6y = ze”;

(d
(e

) yll
) y//

(c) y" — 4y = 8z% + 3;
) y' = 5y + 6y = ze™;
) yll

— 5y’ + 6y = xsin2z; ¢y’ — 4y = xsinz;

12. Si se integreze urmitoarele ecuatii diferentiale de ordin superior:

(a) a) 2" =52’ +4zx=0; b) 2" +22' + 2 =0; ¢) 2" + 42 = 0.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Probleme de algebra si ecuatii diferentiale 202

(b) a) 2" —4z = t?e*; b) 2" + 9z = cos2t; c) " +x = ?it
(c) a) 2" + T = 2t cost cos 2t; b) & — 4z’ + 4z = te?; c) ' — 2z = 4t%".
(d) a) 2" — 132" + 122/ = 0; b) 2" — 2’ = 0; ¢) =" + 7 = 0.
(e) a) 'V +4z=0; b) 2" —3z" + 32 —z=¢; ) 'V + 22"+ £ = 0.
)

(f) a) 2™ ~ 22" + 2" =€ b) 2" + 2" + 7'+ =te'; ¢) 2" + 62" + 92’ =1t.
13. Si se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Euler:

(a) t2z" + 3tz' + = = 0;

b) t2z" —tz' — 3z = 0.

(

(c) 3" + tz' + 4z = 0;

(d) 2" — 3t%x” + 6tz’ — 6z = 0.
(e) (3t+2)z" + 7z =0;

, 2z
n, T Ty
(g):z+t+t2 0;

(h) t?z” — 4tz’ + 6z = t.
G) I+ -3(1+t)z +4z = (1 +1)°;
(j) 22" —tz' + x = 2t.
(k) z%y" — 3zy' + 3y = 0;
(1) ay"” — 322" + 8zy’ — 20y = 0;
(m) 23" + 322y — 3zy/ + Ly = 0;
(n) z%y™@ 4 1423y + 73x2y" + 1552y’ + 169y = 0;
(o) 3y — 9z%y" + 36xy’ — 60y = 0;

14. Si se integreze ecuatia diferentiald y” —zy = 0, cu conditiile y (0) = 1 si ¢’ (0) = 0,

folosind metoda aproximatiilor succesive.
15. Ardtati cd ecuatia

(A2’ + Bz +C)y" + (Dz+ E)y + Fy =0,
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unde A, B, C, D, E si F sunt numere, se reduce la ecuaia lui Gauss, cu

l.M:C, 2.a+b+1

=~ —ab
A zo—1 A A Rt

facind schimbarea de variabild z = z; — t (2o — z1), unde z; §i T sunt zerourile

trinomului Az? + Bz + C.
16. Reducind ecuatiile
(1-z*) P/ —2zP,+n(n+1)P, = 0, (Legendre), si
(1-2*) T, — 2T, + n’T, = 0, (Cebasev),

la ecuatia lui Gauss, si se obtind relatiile:

P (z) =2 Ay (—n,n +1;1; I—Tz) y Ta(z) =2 Fy (-n,n; %; I‘TQD)

17. Reduceti ecuatiile urmatoare la ecuatii Bessel si determinati solutiile lor generale:

(a) 2%y +y =0,
(b) %" —2xy' +4(z* — 1)y = 0,

(c) 4zy" + 2y +y =0.
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